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1. Введение 
 

Модели линейных цепочек (рис. 1), совершающих вынужденные ко-
лебания, применяются в различных областях физики: физике твердого те-
ла, радиофизике и т. п. (Например, в [1] для описания системы трех свя-
занных электрических колебательных контуров использована модель, 
представляющая собой систему шариков с массами m1, m2, m3, cвязанных 
между собой пружинками одинаковой жесткости k.) Несмотря на то, что 
общие методы решения данной задачи известны [2], их практическая реа-
лизация сопряжена с рядом трудностей. Во-первых, аналитические реше-
ния уравнений движения длинных линейных цепочек ( 3>N ) могут быть 
получены только для относительно небольшого числа случаев [2]: 

1) 110 −=== Nkkk … , 110 −=== Nmmm … ;  
2) …=== 420 kkk , …=== 531 kkk ; 110 −=== Nmmm … ;  
3) 110 −=== Nkkk … , …=== 420 mmm , …=== 531 mmm ;  
4) 1,,1 ,0 , −=≠= Nikkk Ni … , 110 −=== Nmmm … ,  
5) Nikki ,,1 ,0  , …== , 2,,1 ,0   ,1 −=≠= − Nimmm Ni … .  
Во-вторых, большинство этих решений оказываются весьма гро-

моздкими и для их последующего анализа приходится использовать ПК. 
Однако даже в этом случае решение удается найти только для уста-

новившегося режима, и для частот, далеких от резонанса. Для переходных 
процессов при совпадении частоты внешней вынуждающей силы с одной 
из  резонансных  частот известно  аналитическое решение для малого ко-
личества осцилляторов (2–3), однако, оно оказывается настолько громозд-
ким, что для его анализа приходится применять ПК. В этих условиях для 
исследования линейных цепочек связанных осцилляторов использовать 
численные методы. 

 

 
 

Рис. 1. 
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В статье описывается методика использования MATLAB для анализа 
особенностей вынужденных колебаний цепочки связанных линейных гар-
монических осцилляторов. 

 
2. Математическая модель системы связанных гармонических  
осцилляторов и ее реализация в MATLAB 

 
Будем считать, что внешняя вынуждающая сила приложена к край-

нему левому шарику (рис. 1). Тогда система дифференциальных уравне-
ний, описывающих вынужденные колебания связанных линейных осцил-
ляторов, имеет следующий вид: 
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где 2
1, 1, /i i i i ik m+ +ω = , mi — масса i-го шарика, ki+1,i — жесткость пружины, со-

единяющей i-ый и i+1-ый шарики, F(t) — вынуждающая сила. 
Для нахождения численного решения системы ДУ в MATLAB ис-

пользуется следующий алгоритм: 
1) задать вектор-функцию, возвращающую значения первых произ-

водных системы ДУ (размерность функции 2N);  
2) задать вектор, содержащий начальные условия ( ( ),0ix  ( )0ix , 

12,1 −= Ni … );  
3) обратиться к одной из функций,  возвращающих таблицу, содер-

жащую численное решение системы ДУ, например функции ode45; 
4) провести визуализацию полученных численных решений. 
Описание функции, возвращающей значения первых производных 

системы ДУ (1), мы разместили в файле Euler2.m, листинг которого при-
водится ниже. 
% листинг файла Euler2.m 
function z=euler2(t,x) 
% описание функции, возвращающей значения первых производных 
global k m A Omega 
N=length(m); % число тел колебательной системы  
z=zeros(2*N,1);  
z(1)=x(2); 
z(2)=-(k(1)/m(1))*x(1)-(k(2)/m(1))*(x(1)-x(3))+F(t,A,Omega); 
K=3; 
for i=2:N-1 
   z(K)=x(K+1); 
   z(K+1)=-(k(i)/m(i))*(x(K)-x(K-2))-(k(i+1)/m(i))*(x(K)-x(K+2)); 
   K=K+2; 
end; 
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z(2*N-1)=x(2*N); 
z(2*N)=-(k(N)/m(N))*(x(2*N-1)-x(2*N-3))-k(N+1)/m(N)*x(2*N-1); 
 
function f=F(t,A,Omega) 
% функция, описывающая внешнюю вынуждающую силу 
f=A*sin(Omega*t); 

Далее для нахождения и визуализации численного решения системы 
ДУ (1), описывающих систему, совершающую свободные колебания, не-
обходимо выполнить следующую последовательность команд: 
>> clear all; 
>> global k m A Omega 
>> N=16; % число тел колебательной системы 
>> n=1:N; 
>> m(n)=1; % задание масс тел 
>> i=1:N+1; 
>> k(i)=1; % задание жесткостей пружин колебательной системы 
>> n=1:2*N; 
% начальные условия 
>> R0(n)=0; 
>> R0(1)=0.5 
>> A=0; % амплитуда внешней вынуждающей силы 
>> Omega=0.0; % частота внешней вынуждающей силы 
>> Tfin=50*pi; правая граница временной сетки 
>> Np=2^13-1; % число узлов временной сетки 
>> [T,M]=ode45('euler2',[0:Tfin/Np:Tfin],R0); 
>> subplot(4,4,1);plot(T,M(:,1));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=1'); 
>> subplot(4,4,5);plot(T,M(:,3));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=2'); 
>> subplot(4,4,9);plot(T,M(:,5));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=3'); 
>> subplot(4,4,13);plot(T,M(:,7));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=4'); 
>> subplot(4,4,2);plot(T,M(:,9));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=5'); 
>> subplot(4,4,6);plot(T,M(:,11));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=6'); 
>> subplot(4,4,10);plot(T,M(:,13));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=7'); 
>> subplot(4,4,14);plot(T,M(:,15));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=8'); 
>> subplot(4,4,3);plot(T,M(:,17));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=9'); 
>> subplot(4,4,7);plot(T,M(:,19));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=10'); 
>> subplot(4,4,11);plot(T,M(:,21));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=11'); 
>> subplot(4,4,15);plot(T,M(:,23));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=12'); 
>> subplot(4,4,4);plot(T,M(:,25));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=13'); 
>> subplot(4,4,8);plot(T,M(:,27));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=14'); 
>> subplot(4,4,12);plot(T,M(:,29));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=15'); 
>> subplot(4,4,16);plot(T,M(:,31));axis([0 40 —0.5 0.5]);title('n=16'); 

Результат выполнения приведенной выше последовательности ко-
манд представлен на рис. 2. 
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Рис. 2. Зависимость мгновенных значений смещения тел  

колебательной системы от времени. 
 

Одной из основных проблем численного решения ДУ и систем ДУ 
является проблема выбора шага интегрирования t∆ , поскольку при доста-
точно большом шаге интегрирования возникают неустойчивые решения, 
т. е. решения, погрешность которых начинает возрастать  во времени  экс-
поненциально  быстро. Один из способов проверки устойчивости метода 
заключается в контроле величины полной энергии, которая в случае сво-
бодных колебаний должна сохраняться, поэтому для проверки правильно-
сти выбора шага интегрирования t∆  можно использовать следующий ал-
горитм: 

1) Задать начальные смещения и скорости тел цепочки связанных ос-
цилляторов. 

2) Задать временной интервал, на котором ищется решение системы 
ДУ. 

3) Задать число точек, в которых ищется численное решение системы 
ДУ. 

4) Найти решение системы ДУ. 
5) Вычислить значения энергии системы связанных осцилляторов в 

каждый момент времени. 
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6) Проанализировать изменение энергии системы во времени на за-
данном временном интервале и оценить точность выполнения закона со-
хранения энергии. 

7) При неудовлетворительной точности решения повторить пп. 3−6. 
8) При удовлетворительной точности решения перейти к анализу вы-

нужденных колебаний. 
Как очевидно, для реализации описанного выше алгоритма необхо-

димо уметь вычислять энергии каждого из тел системы в заданные момен-
ты времени. Для решения данной задачи можно использовать функцию En, 
описание которой мы сохранили в файле En.m. 
% листинг файла En.m 
function E=En(N,m,k,M) 
K=length(M); % число строк матрицы решений 
K1=1; 
for j=1:N 
  for i=1:K 
    if j>1 
      if j<N 
        e(i)=0.5*m(j)*M(i,2*j).^2+... 
            0.25*k(j)*(M(i,2*j-1)-M(i,2*j-3)).^2+... 
            0.25*k(j+1)*(M(i,2*j-1)-M(i,2*j+1)).^2; 
      end; 
    end; 
    if j==1 
      e(i)=0.5*m(1)*M(i,2)^2+0.5*k(1)*M(i,1)^2+… 
              0.25*k(2)*(M(i,1)-M(i,3))^2; 
    end; 
    if j==N 
      e(i)=0.5*m(N)*M(i,2*N)^2+0.5*k(N+1)*M(i,2*N-1)^2+... 
          0.25*k(N)*(M(i,2*N-1)-M(i,2*N-3))^2; 
    end; 
  end; 
  en(:,K1)=e'; 
  K1=K1+1; 
end; 
E=en; 
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Рис. 3. Мгновенные значения энергий выбранных тел колебательной системы. 

 
Рис. 4. Зависимость полной энергии системы от времени. 

 
Для вычисления мгновенных значений энергии тел колебательной 

системы и ее полной энергии необходимо выполнить следующую после-
довательность команд: 
>> clear all; 
>> global k m A Omega 
>> N=16; 
>> n=1:N; 
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>> m(n)=1; 
>> i=1:N+1; 
>> k(i)=1; 
>> n=1:2*N; 
>> R0(n)=0; 
>> R0(1)=0.5; 
>> A=0.0; 
>> Omega=0.0; 
>> Tfin=50*pi; 
>> Np=2^13-1; 
>> [T,M]=ode45('euler2',[0:Tfin/Np:Tfin],R0); 
>> E=En(N,m,k,M); 
>> plot(T,E(1,:),T,E(8,:),T,E(16 
>> for i=1:Np+1 
        s=E(i,:); 
        Efull(i)=sum(s); 
     end; 
>> figure(1);plot(T,E(:,1),T,E(:,4),T,E(:,8),T,E(:,12)) 
>> axis([0 30 0 0.25]); 
>> figure(2);plot(T,Efull) 

Результаты выполнения приведенной выше последовательности ко-
манд представлены на рис. 3, 4. Анализ зависимости мгновенной энергии 
колебательной системы от времени, представленная на рис. 4, показывает, 
что полная энергия отклоняется от своего первоначального значения по 
линейному закону. При этом максимальная величина отклонения, характе-
ризующая точность численного решения, на выбранном временном интер-
вале не превосходит 0.24%. 

 
3. Исследование особенностей вынужденных колебаний  
линейной цепочки связанных осцилляторов с одинаковыми массами 

 
Рассмотрим результаты моделирования  колебательной системы, со-

стоящей из пяти шариков (N = 5) одинаковой массы (m = 1), соединенных 
пружинками одинаковой жесткости (ki = 1, i = 1,2,…5) под действием 
внешней вынуждающей силы, частота которой совпадает с одной из собст-
венных частот изучаемой системы. Собственные частоты данной системы 

αω  являются решением характеристического уравнения 
 2 0− ω =B E , (3) 
где Е — единичная матрица, B — трехдиагональная матрица, элементы ко-
торой вычисляются по следующим правилам: 
 2 2

11 0 12 02 , ,B B= ω = −ω  
 2 2 2

1 0 0 1 0, 2 , , 2,3... 1,ii ii iiB B B i N− += −ω = ω = −ω = −   (4) 
2 2

1 0 0, 2 .NN NNB B− = −ω = ω  
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Значения собственных частот при выбранных параметрах системы рав-
ны 1.0, 1.4142136, 1.7320508, 1.9318517, 0.5176381. Зависимости смещений 
тел колебательной системы от времени для γ=1.0, 1.4142 представлены на 
рис. 5,6, соответственно. 

 

  
Рис. 5, а. Зависимость смещения первого 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.0). 

Рис. 5, б. Зависимость смещения второго 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.0). 

  
Рис. 5, в. Зависимость смещения третьего 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.0). 

Рис. 5, г. Зависимость смещения четверто-
го шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.0). 

 
Рис. 5, д. Зависимость смещения пятого шарика 

линейной цепочки от времени (γ=1.0). 
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Рис. 6, а. Зависимость смещения первого 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.4121). 

Рис. 6, б. Зависимость смещения второ-
го шарика линейной цепочки от време-

ни(γ=0.4121). 

 
Рис. 6, в. Зависимость смещения третьего 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.4121). 

Рис. 6, г. Зависимость смещения четвер-
того шарика линейной цепочки от вре-

мени (γ=1.4121). 

  
Рис. 6, д. Зависимость смещения пятого  
шарика линейной цепочки от времени 

(γ=1.4121). 

 

 
Из рис. 5, 6 видно, что при возбуждении на резонансной частоте в 

системе есть шарики, движение которых не является резонансным. Для 
случая γ=1 таковым является шарик № 3, для случая γ=1.4142136 — шари-
ки № 2, 4. Полученный результат, оказывающийся на первый взгляд не-
ожиданным, требует дополнительных пояснений.  
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Система (1) является системой линейных неоднородных дифферен-
циальных уравнений второго порядка. Как известно [3], общее решение 
такой системы является суммой общего решения соответствующей 
однородной системы и какого-либо частного решения неоднородной. 
Решение однородной системы является суперпозицией нормальных 
гармонически колебаний с собственными частотами αω , являющимся 
решением характеристического уравнения (3). Каждому собственному 
числу 2

αω , 1,2,...Nα =  соответствует собственный вектор Ξα , являющийся 
решением уравнения 
 2Ξ Ξα α α⋅ = ω ⋅B . (5) 

Общее решение однородного уравнения представляется в виде: 

 
1

( )
N

tx t C e αω
α α

α=

= ∑ Ξ , (6) 

где Сα — произвольные комплексные постоянные, определяемые из на-
чальных условий. 

В том случае, когда задача о собственных колебаниях решена для 
нахождения частного решения СДУ в установившемся режиме можно ис-
пользовать метод разложения по собственным формам [4]. Следуя данному 
методу, представим вектор внешних сил в виде: 

 
1

( ) ( ) .
N

t tα α
α=

= ∑F f MΞ   (7) 

Здесь М — матрица масс, являющаяся в нашем случае диагональной, а 
fα(t) — проекции вектора внешних сил на вектор нормальных колебаний. 
Из (6), (7), видно, что вектор внешних сил и искомый вектор смещения мо-
гут быть представлены в комплексном виде: 
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X , (8) 

где )exp(~
iii iFF ψ= , )exp(~

iii iAA ϕ= — комплексные амплитуды. 

Можно показать [4], что коэффициенты разложения αf
~

 удовлетво-
ряют равенству: 

 f Ξ
Ξ Ξ

α
α

α α

⋅
=

⋅
F

M
. (9) 

При этом частное решение СДУ представляется в виде: 
 exp( )s sХ A i t= γ ,  (10)  

где 2 2
1

N
s

s
fA Ξα α

α= α

=
ω − γ∑ . 
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При нулевых начальных условиях, то есть при 0)0(,0)0( == ii xx  на-
чальные фазы колебаний всех шариков, следовательно, и мнимые части 
комплексных амплитуд sA~ , также будут равны нулю. 

Из (10) видно, что для резонансного возбуждения какой-либо моды в 
системе с большим числом степеней свободы необходимо не только обес-
печить резонансное соотношение между частотой этой моды и частотой 
внешней силы, но и создать такие условия, чтобы воздействие силы на 
разные элементы системы не оказалось взаимно скомпенсированным. При 
невыполнении данных условий в исследуемой системе, возбуждаемой на 
одной из собственных частот, резонировать будет только часть шариков. 
Например, как видно из формулы (10), шарик с номером s будет резониро-
вать на частоте αω , если 0sf Ξα α ≠ . Таким образом вычислив матрицу 

s sf Ξα α α=R  мы сможем без численного решения СДУ сделать выводы о 
поведении системы при αγ = ω . 

Проверим приведенные выше рассуждения, вычислив матрицу Rsα. 
Для вычисления данной матрицы оказывается удобным создать две m-
функции, листинги которых приведены ниже. 
% листинг файла B4.m 
function A=B4(k,m); 
% функция, возвращающая матрицу B в соответствие с (4) 
Nm=length(m); 
Nk=length(k); 
Omega=zeros(Nk,Nm); 
for j=1:Nk 
  for i=1:Nm 
     Omega(j,i)=k(j)/m(i); 
  end; 
end; 
A=zeros(Nm,Nm); 
for i=1:Nm 
  if i==1 
     A(1,1)=Omega(1,1)+Omega(2,1); 
     A(1,2)=-Omega(2,1); 
  end; 
  if (i>1)&(i<Nm) 
      A(i,i-1)=-Omega(i,i); 
      A(i,i)=Omega(i,i)+Omega(i+1,i); 
      A(i,i+1)=-Omega(i+1,i); 
  end; 
  if i==Nm 
      A(i,i-1)=-Omega(i,i); 
      A(i,i)=Omega(i,i)+Omega(i+1,i); 
  end; 
end; 
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% листинг файла F4.m 
function R=F4(k,m,F); 

% функция, возвращающая матрицу s б sбfα = ОR  в соответствие с (9) и  
% собственные частоты колебаний линейной цепочки 
B=B4(k,m); 
N=length(m); 
[Sigma,Teta]=eig(B); 
Teta=Teta.^0.5; 
M=diag(m); 
N=length(F); 
for i=1:N 
    tmp=Sigma(:,i); 
    H(i)=dot(tmp,F)/dot(tmp,M*tmp); 
end; 
for i=1:N 
    for j=1:N 
        R(i,j)=H(i)*Sigma(j,i); 
    end; 
end; 
for i=1:N 
    tmp(i)=Teta(i,i); 
end; 
R=[R,tmp]; 

Для вычисления матрицы s sf Ξα α α=R  рассматриваемой системы не-
обходимо выполнить следующую последовательность команд: 
>> N=5; % задаем число шариков 
>> n=1:N; 
>> m(n)=1; % задаем массы шариков 
>> j=1:N+1; 
>> k(j)=1; % задаем жесткости пружин 
>> F(n)=0;F(1)=1; % задаем вектор внешней силы 
>> Q=F4(k,m,F) % вычисляем матрицу s б sбfα = ОR  
Q = 
 
    1.8660    3.2321    3.7321    3.2321    1.8660    0.5176 
   —1.5000   —1.5000    0.0000    1.5000    1.5000    1.0000 
    1.0000   —0.0000   —1.0000   —0.0000    1.0000    1.4142 
   —0.5000    0.5000   —0.0000   —0.5000    0.5000    1.7321 
    0.1340   —0.2321    0.2679   —0.2321    0.1340    1.9319 

Из полученного результата видно, что при частоте внешней вынуж-
дающей силы, равной 0.5176, будут находится в резонансе шарики, при 
частоте 1.0000 — не в резонансе будет средний шарик (как и было обна-
ружено при численном решении СДУ (1), см. рис. 5), 1.4142 — не в резо-
нансе будут второй и четвертый шарики (как и было обнаружено при чис-
ленном решении СДУ (1), см. рис. 6), 1.7321 — не в резонансе будет сред-
ний шарик, 1.9319 — все шарики будут находится в резонансе. Зависимо-
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сти смещений шариков от времени при γ = 0.5176, 1.7321, 1.9319 представ 
лены на рис. 7, 8, 9, соответственно. 

 

  
Рис. 7, а. Зависимость смещения первого 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ = 0.5176). 

Рис. 7, б. Зависимость смещения второго 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ = 0.5176). 

  
Рис. 7, в. Зависимость смещения третьего 
шарика линейной цепочки от времени 

(γ = 0.5176). 

Рис. 7г. Зависимость смещения  
четвертого шарика линейной цепочки от 

времени (γ = 0.5176). 

 

 

Рис. 7, д. Зависимость смещения пятого 
шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 0.5176) 
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Рис. 8, а. Зависимость смещения первого  
шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.7321). 

Рис. 8, б. Зависимость смещения второго  
шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.7321). 

Рис. 8, в. Зависимость смещения третьего  
шарика линейной цепочки от времени 

(γ = 1.7321). 

Рис. 8, г. Зависимость смещения четвертого 
шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.7321). 

 

Рис. 8, д. Зависимость смещения пятого 
шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.7321). 
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Рис. 9, а. Зависимость смещения первого 
 шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.9319). 

Рис. 9, б. Зависимость смещения второго 
 шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.9319). 

Рис. 9, в. Зависимость смещения третьего 
шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.9319). 

Рис. 9, г. Зависимость смещения  
четвертого шарика линейной цепочки от 

времени (γ = 1.9319). 

 

 

Рис. 9, д. Зависимость смещения пятого 
 шарика линейной цепочки от времени  

(γ = 1.9319). 
 

 
Проведенный нами анализ поведения системы при различных значе-

ниях N позволил сделать следующие общие выводы: 
1. В общем случае при резонансном воздействии на колебательную 

систему закон изменения амплитуды колебаний отличается от линейного 
(рис. 9). Однако можно оценить скорость роста амплитуды, используя ме-
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тод наименьших квадратов. (Для этих целей из вектора xi(ti) производится 
выборка значений, соответствующим локальным максимумам, затем по 
методу наименьших квадратов найти коэффициенты аппроксимирующей 
прямой kx+b. Угол наклона данной прямой характеризует среднюю ско-
рость возрастания амплитуды при резонансе и прямо пропорционален со-
ответствующему элементу матрицы R.) 

2. Появление нулевых членов в матрице R возможно только при не-
четном значении N. (Другими словами при четном N все шарики резони-
руют на каждой из собственных частот.) 

3. При нечетном значении N существуют такие собственные частоты, 
на которых каждый n–й шарик не резонирует. Значение n может меняться 
от 2 до N/2 — 1. (Например, из матрицы R для N = 5 видно, что при αγ = ω  
и 3γ = ω  резонируют все шарики, кроме среднего (то есть n = N/2 —1 = 3), 
а при 2γ = ω , n = 2, то не резонируют шарики с четными номерами.) 

4. При четных значениях N элементы матрицы R является симмет-
ричной (шарики колеблются в фазе), либо антисимметричной (шарики ко-
леблются в противофазе, причем скорость возрастания амплитуды у них 
одинакова). 

5. При нечетных значениях N элементы матрицы R, симметричные 
относительно столбца, номер которого равен номеру центрального шарика, 
одинаковы (шарики колеблются в фазе), либо отличаются знаками (шарики 
колеблются в противофазе, причем скорость возрастания амплитуды у них 
одинакова). 

 
Заключение 

 
Проведено исследование особенностей резонансных явлений в сис-

теме связанных осцилляторов, выявлены некоторые важные закономерно-
сти исследуемой системы. Полученные результаты могут оказаться полез-
ными в радиофизике и электротехнике (например, при расчете электриче-
ских фильтров), в теории упругости, физике твердого тела. Разработанная 
в MATLAB методика анализа данной системы, может быть использована 
как в методических целях (в качестве компьютерной поддержки при изу-
чении курсов теории колебаний, физики, твердого тела, радиофизики), так 
и при решении практических задач. 
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ТЕПЛОНОСИТЕЛЯ В КАМЕРНОЙ СУШИЛКЕ 

 
Прокопенко М. Н., Окунева Г. Л., Прасол Д. А. 

Белгородский государственный технологический университет  
им. В. Г. Шухова, Белгород,  

e-mail: tk-apit@yandex.ru 
 
Процессы тепловой обработки в технологии строительной керамики 

имеют чрезвычайно важное значение как для качества готовой продукции, 
так и для экономики производства. Одной из важнейших операций в тех-
нологии теплоизоляционных материалов является сушка. Она занимает до 
90 % продолжительности всего производственного цикла и на нее расхо-
дуется не менее половины всех производственных затрат. Одной из основ-
ных задач в области промышленности строительных материалов является 
повышение качества изделий и увеличение объема выпускаемой продук-
ции за счет усовершенствования технологических процессов и режимов, 
повышения производительности труда, интенсификации работы сущест-
вующего оборудования и внедрения комплексной автоматизации техноло-
гических процессов. 

Решение описанных задач напрямую связано с уровнем детализации 
и глубиной математического описания технологических процессов сушки 
керамических изделий, что невозможно без применения в расчетах спе-
циализированного программного обеспечения. В работе приводится разра-
ботка математической модели движения и распределения теплоносителя в 
камерной сушилке периодического действия средствами MATLAB, яв-
ляющаяся основой модели термовлажностной обработки керамических из-
делий. Сушильным агентом является нагретый воздух. Объект моделиро-
вания — камерная сушилка периодического действия. 

При построении математической модели используются некоторые 
ограничения и допущения: 

• Решается плоская задача. 
• Влажность поступающего воздуха не учитывается и принимается 

постоянной. 
• Рассматривается стационарный процесс для скорости истечения газа. 
• Взаимодействием частиц и их влиянием на поле скоростей пренебре-

гаем. 
• Рассматриваем несжимаемый газ, то есть изменение плотности от-

сутствует (ρ = const). 
• Имеет место только конвективный теплообмен. 
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• Влияние градиента избыточного давления пара пренебрежимо мало. 
• Камерная сушилка обладает идеальными теплотехническими харак-

теристиками, т. е. отсутствуют потери тепла на нагрев элементов 
сушилки и изменение влагосодержания теплоносителя за счет конст-
руктивных особенностей сушилки. 

• Физические параметры и коэффициенты материала и сушильного 
агента в процессе сушки принимаются постоянными. 
Построение модели движения и распределения нагретого воздуха 

внутри сушилки основывается на использовании полевых моделей возду-
хообмена и распределения субстанций во внутреннем пространстве каме-
ры. Основой таких моделей могут служить следующие уравнения. 

Уравнение неразрывности: 
 0V∇ ⋅ = , (1) 
где V — вектор скорости. 

Уравнение движения: 

 2DV p V
Dt

ρ = −∇ ⋅ + µ ⋅ ∇ ⋅ , (2) 

где V — вектор скорости, ρ — плотность среды, p — статическое давление, 
µ — динамический коэффициент вязкости. 

Уравнение энергии: 

 2DTc k T
Dtυρ ⋅ = ⋅ ∇ ⋅ + Φ , (3) 

где V — вектор скорости, ρ — плотность среды, Т — температура, Ф — 
диссипативный член. 

Уравнения (1) и (2) записаны относительно так называемых прими-
тивных переменных p и V. В одном из самых распространенных методов 
решения уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости примитив-
ные переменные заменяются на функцию тока ψ и завихренность ω. Под-
ход с использованием завихренности и функции тока в качестве независи-
мых переменных является одним из самых распространенных методов ре-
шения двумерных уравнений Навье–Стокса для несжимаемой жидкости. В 
нем делают замену переменных, переходя от компонент скорости к функ-
ции тока ψ и завихренности ω. В декартовых двумерных координатах 
функция тока и завихренность определяются как: 

 ,u v
y x

∂ψ ∂ψ
= = −

∂ ∂
, (4) 

 v u
x y

∂ ∂
ω = −

∂ ∂
. (5) 

Используя новые независимые переменные, получаются два новых урав-
нения. 
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2 2

2 2u v
t x y x y

 ∂ω ∂ω ∂ω µ ∂ ω ∂ ω
+ + = + ∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ 

. (6) 

Это параболическое уравнение с частными производными называется 
уравнением переноса завихренности. Для его решения можно применять 
численные методы решения нелинейного уравнения Бюргерса. 

Дополнительное уравнение для независимых переменных ψ и ω: 

 
2 2

2 2x y
∂ ψ ∂ ψ

+ = −ω
∂ ∂

.  (7) 

Это эллиптическое уравнение с частными производными является уравне-
нием Пуассона. 

В результате такой замены переменных возможно разделить сме-
шанную эллиптически-параболическую систему уравнений Навье–Стокса 
для несжимаемой жидкости на одно параболическое уравнение (уравнение 
переноса завихренности) и одно эллиптическое уравнение (уравнение Пу-
ассона). Обычно эти уравнения решают методом установления по времени. 

Полученные уравнения решаются методом сеток с среде системы 
научных и инженерных расчетов MATLAB, с учетом конструктивных осо-
бенностей сушильной камеры, начальных и граничных условий. Попереч-
ный разрез сушилки высотой H = 3 м и длиной D = 15.6 м. Подача воздуха 
осуществляется через два отверстия в потолке сушилки и удаляется воздух 
через отверстие, расположенное в полу сушилки. Длины проемов 
H1=H2=H3=0.6 м. Скорость потока на входе через первое отверстие U1, че-
рез второе U2, а на выходе U3. Внутри сушильной камеры должен сущест-
вовать баланс воздуха, то есть QВХ = QВЫХ. 

 

1 1 1

2 2 2

ВХ 1 2

ВЫХ 3 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2
ВЫХ 3

3

,
,
,

,
,

,

.

Q U S
Q U H
Q U H
Q Q Q
Q Q U H
U H U H U H

U H U HU U
H

= ⋅
= ⋅
= ⋅

= +
= = ⋅

⋅ + ⋅ = ⋅

⋅ + ⋅
= =

 (8) 

Задаются краевые условия для скорости и функции тока. Uy=0 на 
всех стенках, Ux=0 на стенках, а в проемах Ux=UВХ и Ux=UВЫХ соответст-
венно. Функция тока φ непрерывна и постоянна: 

 

ВХ ВХ

,

.

xU
y

dy U dy U y
y

∂ϕ
=

∂
∂ϕ

= ⇒ ϕ =
∂∫ ∫

 (9) 
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Задается число узлов сетки по осям с учетом того, что на проемы 

должно приходиться по 2 и более узлов. По оси 0X: N = 104 точки, шаг hx 
= D/N = 0.15; по оси 0Y: M = 20 точек, шаг hy = H/M= =0.15. 

 
H1 

H3

H2

H, M 

х 

У

 
 

Рис. 1. Размеры элементов сушильной камеры и ориентация осей. 
 

Сеточные функции: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

, ; ,

, ; ,

, ; ,

, ; .

i j ij

x i j ij

y i j ij

i j ij

U x y U x y U

U x y Ux x y Ux

U x y Uy x y Uy

x y F x y F

=

=

=

=ϕ

∼

∼

∼

∼

 (10) 

Сеточные аналоги для уравнений: 

 ( ) ( )
( )

2 2

2 2

1, 1, , 1 , 1

2 2

0,

,
2

y i j i j x i j i j
ij

x y

x y

h F F h F F
F

h h
+ − + −

∂ ϕ ∂ ϕ
+ =

∂ ∂

+ + +
=

+

 (11) 

для внутренних точек сетки [ ] [ ]1; 1 , 1; 1 .i N j M∈ − ∈ −  
На границах условия в сеточных функциях запишутся так: 

1) левая стенка: 10,0 , 0, 0,ij ij ijj i M Ux Uy F U N= ≤ ≤ = = = ; 
2) правая стенка: 2,0 , 0, 0,ij ij ijj N i M Ux Uy F U N= ≤ ≤ = = = ; 
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3) потолок: вне проема: 0, 0, 0, 0ij ij iji Ux Uy F= = = = , в 1-ом проеме: 

1 10, , 0,ij ij iji Ux U Uy F U y= = = = , во 2-ом проеме: 

2 20, , 0,ij ij iji Ux U Uy F U y= = = = . 
4) пол: вне проема: 1, 0, 0,ij ij iji M Ux Uy F U N= = = =  или 

2, 0, 0,ij ij iji M Ux Uy F U N= = = = , в проеме: 

3 30, , 0,ij ij iji Ux U Uy F U y= = = = . 
Начальные условия для скорости внутри сетки 0, 0ij ijUx Uy= = ; для 

функции тока: 0ijF =  или 0, ,( ) / .ij j M jF F F M= +  
Признак окончания пересчета значений функции тока: 

1n n
ij ijF F +− ξ≺ . 

Текст программы для решения дифференциального уравнения и на-
хождения значений функции F при поставленных начальных и граничных 
условиях: 
l = 0; 
R0 = E + 1; 
while R0 > E 
   R0 = 0; 
   l = l + 1; 
   for i = 2:20 
      for j = 2:52 
         Q = (hy*hy*(F(i+1, j) + F(i-1, j)) + hx*hx*(F(i, j+1) + F(i, j-1)))/(2*(hx*hx+hy*hy)); 
         R = abs(Q - F(i, j)); 
         if R > R0 
            R0 = R; 
         end 
         F(i, j) = Q; 
     end 
   end 
end    
 
 
l = 0; 
R0 = E + 1; 
while R0 > E 
   R0 = 0; 
   l = l + 1; 
   for i = 2:20 
      for j = 54:104 
         Q = (hy*hy*(F(i+1, j) + F(i-1, j)) + hx*hx*(F(i, j+1) + F(i, j-1)))/(2*(hx*hx+hy*hy)); 
         R = abs(Q - F(i, j)); 
         if R > R0 
            R0 = R; 
         end 
         F(i, j) = Q; 
     end 
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   end 
end    

В результате решения находится поле скоростей теплоносителя и 
строятся линии тока — линии наиболее интенсивного движения и распро-
странения нагретого воздуха. 

 
Рис. 2. Линии тока при скорости входного потока 1 м/с. 

 
Таким образом, можно получить поле скоростей и построить линии 

тока для любых начальных и граничных условий, что даст возможность 
определить наиболее равномерное распределение теплоносителя в камер-
ной сушилке. 
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Введение 
 
В работе предлагается подход к анализу поведения финансовых вре-

менных рядов, в частности, котировок валют, основанный на применении 
теории хаоса. Данный подход получает все большее распространение, ос-
новная причина которого — несостоятельность традиционной модели ана-
лиза рынков (гипотезы эффективного рынка) [1, 2].  

Известно, что поведение системы может быть либо случайным, либо 
коррелированным, либо хаотическим [3]. Хаотическое поведение характе-
ризуется тем, что выглядит как случайное, но таковым не является, оно 
существенно зависит от начальных условий и, как правило, ассоциировано 
со странным аттрактором. 

Такое поведение часто встречается не только в природе [4], но и на 
рынках капитала [1–3]. Это свойство важно для прогнозирования поведе-
ния временного ряда. Известно, что если поведение системы является хао-
тическим, то, при определенных условиях, возможно краткосрочное про-
гнозирование ее поведения. 

Один из подходов к определению свойств такого поведения - изуче-
ние  аттрактора системы. В данной работе этот подход применяется к ис-
следованию ряда котировок валют. Цель исследования — определить, яв-
ляется ли  ряд хаотическим, какова корреляционная размерность и размер-
ность вложения аттрактора. 

 
Вычисление корреляционной размерности реальных данных методом 
Грасбергера и Прокаччи 

 
Алгоритм Грасбергера и Прокаччи вычисления корреляционный 

размерности описан в различных источниках [3–5]. Он применяется в слу-
чаях, когда известны лишь экспериментальные данные, знание математи-
ческой модели не обязательно. При использовании данного алгоритма не-
обходимо оперировать большим объемом однотипных данных, а также  
иметь возможность просматривать эти данные на различных графиках. 
Система MATLAB была выбрана для реализации алгоритма Грасбергера и 
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Прокаччи, т. к. она обладает всеми необходимыми для этого алгоритма 
возможностями. 

 Для анализа возьмем дневные котировки доллара США к японской 
йене за период с 1971г по 1979 включительно (сайт Федеральной Резерв-
ной Системы США [6]). Исключая нерабочие дни, имеется 2 241 котиров-
ка, минимальное значение —177,05 , максимальное — 358,44. График ко-
тировок представлен на рисунке 1.  

 

 
 

Рис. 1 Исходные данные: дневные котировки USD/JPY. 
 

Вычислим корреляционные суммы по формулам: 

( ) 1/ ( | |)
N

m pairs j k
j m k j

C R N R s s
= <

= θ − −∑∑ , 

где js — вектор, полученный путем погружения исходного ряда в m-
мерное пространство; m — размерность вложения, изменяется от 1 до 30; 
R — радиус, берутся 1000 значений в интервале от 0.01 до 180; 

( ( 1))( ( 1) 1) / 2pairsN N m N m= − − − − −  — количество пар точек на восста-
новленном аттракторе, 2241N =  — количество данных во временном ря-
ду, θ — функция Хэвисайда.  

Погружение временного ряда в пространство большей размерности 
применяется благодаря теореме Такенса, которая утверждает, что если 
N → ∞ , и если m достаточно велико, то множество точек, полученных по-
сле погружения (восстановленный аттрактор), топологически эквивалент-
но аттрактору системы, породившей временной ряд, и имеет ту же корре-
ляционную размерность.  

Если аттрактор обладает фрактальной структурой, то для достаточно 
маленькой величины радиуса R  должно выполняться соотношение 

2( ) D
mC R R∝ . 

Из этой формулы следует 
2( ( )) ( )mLog C R D Log R∝ . 
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Это значит, что график зависимости ( )mC R  от R , изображенный в 
двойной логарифмической шкале, должен быть прямой линией. Угол на-
клона этой прямой линии и является величиной 2D . Если величина 2D  не 
зависит от m, то она является его корреляционной размерностью. 

На рис. 2 представлены графики вычисленных корреляционных сумм 
исходного ряда относительно радиуса на двойной логарифмической шкале. 

 

 
 

Рис. 2. Корреляционные суммы.  
Верхний график соответствует размерности вложения 1, нижний — размерности 30. 

 
Из рис. 2 видно, что графики не являются прямыми линиями. При-

чина несоответствия теории в том, что мы вычисления производились для 
конечного количества данных. Самоподобие нарушается, когда радиус 
стремится к нулю, а также когда он соизмерим с размером аттрактора. Еще 
одна причина отклонения от прямой линии при приближении радиуса к 
нулю — наличие в исходных данных шума [4]. 

Для определения 2D  необходимо найти интервал изменения радиуса, 
в котором графики линейны и имеют одинаковый наклон. С этой целью 
построены графики мгновенных наклонов корреляционных сумм. Они 
представлены на рис. 3. 

При увеличении фрагмента этого графика видно, что отклонения от 
прямых линий становятся незначительными, начиная со значения на гра-
фике 0.2 , т. е. с величины радиуса 

0.210 1.585= . 
Действительно, при увеличении графиков корреляционных сумм, 

видно, что, начиная с такой величины радиуса, исчезают колебания графи-
ков (см. рис. 4). 
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Рис. 3, а. Мгновенные наклоны корреляционных сумм. 
 

 
 

Рис. 3, б. Фрагмент в увеличении. 
 

 
 

Рис. 4. Фрагмент графика корреляционных сумм. 
 

Найдем участок, на котором эти графики не только линейны, но и 
имеют тенденцию к совпадению. Для этого опять же построим графики 
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наклонов, но не мгновенных (дабы избежать незначительных колебаний), а 
на участках охватывающих 10 значений радиуса (см. рис. 5).  

 

 
 

Рис. 5, а. Наклоны корреляционных сумм, охватывающие 10 значений.  
 

 
 

Рис. 5, б. Фрагмент в увеличении, непосредственно прилегающий к значению 0.2. 
 

Из рис. 5, б видно, что, начиная с величины 0.2 (что соответствует 
радиусу 1.5849) и до величины 0.48 (радиус 3.02), с возрастанием размер-
ности вложения графики имеют тенденцию к совпадению. Построим зави-
симость углов наклона линейных участков корреляционных сумм от раз-
мерности вложения для радиуса, находящегося в указанных преде-
лах (рис. 6).  

 

 
 

Рис. 6, а. Зависимость наклонов от размерности вложения. 
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Рис. 6, б. Фрагмент в увеличении. 
 

Звездочками отмечены минимальный и максимальный наклоны ис-
ходных графиков,  они характеризуют степень несоответствия графика и 
прямой линии.  

Если кривая наклонов близка к диагонали, то она соответствует слу-
чайному поведению. Если кривая достигает максимума и стабилизируется, 
то она соответствует хаотическому поведению [3]. Из рисунка 6б видно, 
что кривая наклонов достигает своего максимума при размерности вложе-
ния 19, этот максимум равен 1.4298. 

Отсюда можно сделать следующие выводы. Исходный временной 
ряд является хаотическим. Корреляционная размерность его аттрактора со-
ставляет 1.4298, она достигается при размерности вложения 19. Макси-
мальная разница между ошибками составляет 3.7086. Эти величины полу-
чены для радиуса, находящегося в интервале [1.5849 3.02], величина ин-
тервала составляет 0.79% от возможного изменения радиуса. 

 
Сравнение результатов вычисления корреляционной размерности в за-
висимости от различных способов предобработки исходных данных 

 
При вычислении корреляционной размерности в качестве исходных 

данных обычно берут не сами котировки, а котировки, предобработанные 
каким либо способом [2,3]. Исследуем влияние способов предобработки на 
численные характеристики аттрактора указанного выше временного ряда. 
В таблице 1 представлены результаты вычислений как для исходного ряда, 
так и для рядов, полученных из исходного различными способами предоб-
работки. 

Из табл. 1 видно, что предобработка данных может оказывать влия-
ние на величину корреляционной размерности и размерности вложения. 
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Таблица 1.  
Характеристики данных в зависимости от способа предобработки. 

Данные Корреля-
ционная 
размер-
ность 

Размер-
ность 
вложе-
ния 

Макс. раз-
ница между 
мин. и макс. 
ошибками 

Величина ин-
тервала 

Интервал 
в % отно-
сительно 
всех дан-
ных. 

Котировки 1.4298 19 3.7086 [1.5849  3.02] 0.79% 
Детрендирован-
ные котировки 

1.9999 17 3.8794 [0.8610 
3.1623] 

2.41% 

Логарифмы ко-
тировок 

1.409 19 4.5001 [0.01 0.0056] 0.63% 

Детрендирован-
ные логарифмы 
котировок 

1.9859 14 5.4072 [0.0025 
0.0091] 

1.55% 

Детрендирован-
ные логарифмы 
котировок (2) 

1.995 15 4.1602 [0.0038 
0.0091] 

1.25% 

 
Заключение 

 
Рассмотренный в работе временной ряд дневных котировок доллара 

США к японской йене за период с 1971г. по 1979г.  является хаотическим. 
Его корреляционная размерность равна 1.4298, она достигается при раз-
мерности вложения 19. Поведение этого ряда можно прогнозировать, для 
получения последующего значения необходимо использовать 19 преды-
дущих значений. Это количество переменных, 19, можно уменьшить до 2 
(ближайшее целое, большее корреляционной размерности), используя раз-
личные методы формирования пространства признаков меньшей размер-
ности [7]. 

Описанная методика применения алгоритма Грасбергера и Прокаччи 
может быть применена для нахождения временных рядов, характеризую-
щихся хаотическим поведением.  

Предварительная обработка данных может оказывать влияние на ве-
личину корреляционной размерности и размерности вложения. 
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УДК 681.511.22 

ОТЫСКАНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ 
ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ С ГИСТЕРЕЗИСОМ  

 
Степанов А. В.  

Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург,  
e-mail: stepan-alex@yandex.ru 

 
Рассмотрим следующую нелинейную систему разностных уравне-

ний: 
 1 1 2cos[ / ] sin[ / ] ,k k kx Mx p k N p k N qu+ = + π + π +  (1) 
здесь 0 1,2 1 2, , , 0, 0,nk k p q E p p q≥ ∈ + ≠ ≠  M — вещественная матри-
ца размерности n×n, модули собственных чисел матрицы М отличны от 
единицы, N > 1 — натуральное число, управляющее воздействие вычисля-
ется по формуле: 

 1 2

2 1

, ,

, ,

T
k

k T
k

m x l
u

m x l

 γ ≤= 
γ ≥

 

1 2 1 2, 0, , .nE l l m mγ ∈ γ ≠ < <  
Дискретные нелинейные системы возникают во многих задачах 

управления [1, 2]. Системы вида (1) можно рассматривать как результат 
дискретизации непрерывных нелинейных систем управления с периодиче-
ским внешним воздействием [3]. Использование математических пакетов 
при изучении таких систем оказывает существенную помощь исследовате-
лю, так как применение качественных методов исследования часто затруд-
нено, в связи с необходимостью проводить громоздкие выкладки. Рас-
смотрим вопрос о существовании периодических решений системы (1). 

Решение системы (1) будем считать «склеенным» из кусков решений 
линейных систем вида 

1 1 2 1,2cos[ / ] sin[ / ] , .k kx Mx p k N p k N qm m m+ = + π + π + =  
Точки переключения управляющего воздействия далее будем называть 
просто точками переключения. Обозначим  

2 1

1 1 1 2

2 2 1 2

( 2cos[ / ] ) ,
cos[ / ] sin[ / ] ,
sin[ / ] cos[ / ] .

P E N M M
p Mp N p N p
p Mp N p N p

−= − π +
= − π + π
= − π − π

 

Последняя система имеет решение вида: 
 0

0 0 0 0[ , , , ] ( [ , ]) [ , ],k kx k k x m M x w k m w k m−= − +  (2) 
где 
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1

1
2

1
1 2

[ , ] [(cos[ / ] cos[ ( 1) / ] )

(sin[ / ] sin[ ( 1) / ] ) ] ( )

( cos[ / ] sin[ / ]) ( ) ,

w k m P k N M k N E p

k N M k N E p M E qm

P p k N p k N M E qm

−

−

= − π − π − +

+ π − π − − − =

= − π + π − −

 

причем 0 0 0 0[ , , , ] .x k k x m x=  
Теорема 1. Для того, чтобы система (1) имела 2N-периодическое 

решение с двумя точками переключения ,2,1x  необходимо и достаточно, 
чтобы для некоторых двух целых чисел NKNk 21,20 0 <≤<≤  были 
выполнены условия: 

 

1 1

2 2

0 1 1 2 0 0

0 2 2 1 0 0

,

,

[ , , , ] , 1, 1,

[ , , , ] , 1, 2 1,

T

T

T

T

x l

x l

x k k x m l k k k K

x k k K x m l k k K k N

 γ <


γ >


γ ≤ = + + −
γ + ≥ = + + + −

 (3) 

где 
2 1 2 1

1 1 0 1 2 0 1
2 1 1

2 2 0 2 1 0 2

[ , ] ( ) ( )( ) ( ) [ , ],

[ , ] ( ) ( )( ) ( ) [ , ].

N N K

N K

x x k K M E M E M E q m m w k m

x x k K M E M E M E q m m w k K m

− − −

− −

 = = − − − − +


= = − − − − + +
 

Доказательство. Покажем, что равенства 
2 0 0 1 1

1 0 0 2 2

[ , , , ],
[ 2 , , , ]

x x k K k x m
x x k N k K x m

= +
 = + +

 

имеют место тогда и только тогда, когда 2,1x  вычисляются по формулам, 
приведенным в формулировке, тогда сформулированное утверждение бу-
дет очевидным. Вводя обозначения 

22
0 2 0 2

0 1 0 1

[ , ] [ 2 , ]
, ,

[ , ] [ , ]

N KN K

KK

M w k K m w k N mE M
U v

M w k m w k K mM E

−−    − + + +−
= =    − + +−   

 

перепишем последнюю систему в следующем виде: 1

2

.
x

U v
x

 
= 

 
 Т. к. моду-

ли собственных чисел матрицы M отличны от единицы, то det 0.U ≠  Сле-
довательно,  

2 0 0 1 1 1 1

21 0 0 2 2

[ , , , ],
.

[ 2 , , , ]
x x k K k x m x

U v
xx x k N k K x m

−= +  
⇔ =  = + +  

 

Замечая, что ],,[],2[ 00 mkwmNkw ≡+  имеем: 
2 1 2 1

1 1 2 0 1
2 1 1

2 1 0 2

( ) ( )( ) ( ) [ , ]
.

( ) ( )( ) ( ) [ , ]

N N K

N K

M E M E M E q m m w k m
U v

M E M E M E q m m w k K m

− − −
−

− −

 − − − − +
=  

− − − − + + 
 

Теорема доказана. 
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Замечание 1. В формулировке теоремы не указано, как найти значе-
ния .,0 Kk  Для того, чтобы проверить, имеет ли система (1) 2N-
периодическое решения с двумя точками переключения, достаточно про-
верить условия (3) перебором всевозможных пар ),,( 0 Kk  ,20 0 Nk <≤  

.21 NK <≤  
Замечание 2. Если модули собственных чисел матрицы M меньше 

единицы, и для некоторого числа 0ε >  выполнены условия: 

 

1 1

2 2

0 1 1 2 0 0

0 2 2 1 0 0

,

,

[ , , , ] , 1, 1,

[ , , , ] , 1, 2 1,

T

T

T

T

x l

x l

x k k x m l k k k K

x k k K x m l k k K k N

 γ < − ε


γ > + ε


γ < − ε = + + −
γ + > + ε = + + + −

 (4) 

то система (1) имеет асимптотически устойчивое 2N-периодическое реше-
ние с точками переключения .2,1x  

Пример. Пусть 

1 2

1 2 1 2

0.7 0 1 0 1 8
, , , , ,

0 0.9 1 1.5 0.5 1
4, 1, 0.6, 0.2, 0.1.

M p p q

N m m l l

− − −         
= = = = γ =         − −         

= = − = = − =

 

Тогда для каждой из пар ,4,7,4,0 00 ==== KkKk  выполнены условия 
(3), и система (1) имеет периодическое решение. Графики дискретных тра-
екторий этих решений приведены на рис. 1.  

 

 
 

Рис. 1. 
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В папке «example 1» в разделе «Разработки» находится MATLAB-
приложение, осуществляющее поиск 2N-периодических решений системы 
(1) в случае 2=n  проверкой условия (3) для всевозможных пар ),,( 0 Kk  

,20 0 Nk <≤  .21 NK <≤  
Получим достаточные условия существования 2N-периодического 

решения системы (1) в одном частном случае. 
Введем обозначения: 

( )

( )

1 1 1

2 2 2

3

1 1 2 2

2 1 1

2 1 1

1 2

1 2

0

1 1 2

((1 2cos[ / ]) ) ,

((1 2cos[ / ]) ) ,

1
,

1

, ,
( / ) , 0,

( / ), 0,
3 / 2, 0, 0,

/ 2, 0, 0,

2 1,

2( ),

N

N

T T

A p N E M Pp

A p N E M Pp

M
A

M M E

Pp Pp
arctg

arctg

k N

K A A

K

= − π +

= − π +

−
=

− +

α = −γ α = −γ

α α + π α <
 α α α >ϕ =  π α = α <
 π α = α >

= π ϕ + π +  
= +

2 2
3 02

2 2 2
3 0

( 1) cos [ / ],
(2 2cos[ / ]) max .

cos [ ( 1) / ]

A k N
N

A k N N

−
−

−

 + π − ϕ = − π  
π + − − ϕ  

 

Теорема 2. Пусть модули собственных чисел матрицы M меньше 
единицы, пусть 1 21, 1, 1.m m= − = γ =  Пусть для некоторых веществен-
ных чисел 0,ε >  2δ > ε  выполнены неравенства: 

1 2

2 2 2
1 2 1 2

, , ( , ), ( , ),

( ) ( ) ,T T

M E q l l

p p K K

− ≤ δ ≤ δ ∈ −δ + ε −ε ∈ ε δ − ε

γ + γ > δ + δ
 

тогда система (1) имеет асимптотически устойчивое 2N-периодическое 
решение с точками переключения 

1 1
1 0

2 1

2( ) ( ) [ , 1],
.

Nx M E M E q w k
x x

− − = − + − + −


= −
 

Доказательство. Положив K = N в формулах из предыдущей теоре-
мы, получим выражения для ,2,1x  указанные в формулировке. Далее,  

0 1 1
0 1

1 2

[ , , , 1] ( 2 )( ) ( )
( cos[ / ] sin[ / ]).

k kN Nx k k x M M E M E M E q
P p k N p k N

− − −− = − + + − −

− π + π
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Следовательно,  

0

0 1 1 2

2 2
1 1 2 1 2

1 1
2

[ , , , 1] [ ] [ ],

[ ] cos[ / ] sin[ / ] cos[ / ],

[ ] ( 2 )( ) ( ) .

T

k kT N N

x k k x k k

k k N k N k N

k M M E M E M E q− − −

γ − = φ + φ

φ = α π + α π = α + α π − ϕ

φ = γ − + + −

 

Для функции ][2 kφ  справедлива оценка: 2 3[ ] .k Aφ ≤ δ  
Рассмотрим функцию 1[ ].kφ  Обозначим 

1 22(1 cos[ / ]) , ( )( 2cos[ / ] ),P N E P M E E N E M= − π = − − π +  
тогда 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1

2 2 1 2 1 1 2
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1

1 2 1
1 1 1 1

( ) ( ) (( ) )

( )( ) ,

( ) ( ( ) ) ( )

( ) 2

T T T T

T T T

P P P E P P P P E P P E P

P E E P P E P P P P P P P P P P P

Pp P P p P p P P Pp

P p P p

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − −

− −

= + = + = + + − =

= + − − + = − = −

α = γ = γ + = γ − γ ≥

≥ γ − γ γ 1
2 1 1

1 2 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2
1 1

( ) 2 ((1 2cos[ / ]) )

(2 2cos[ / ]) (( ) 2 ).

T

T

P P Pp

P p P p N E M P Pp

N p A

−

− − −

−

≥

≥ γ − δ − π + =

= − π γ − δ

 

Аналогично, 
2 2 2
2 2 2(2 2cos[ / ]) (( ) 2 ),TN p A−α ≥ − π γ − δ  

и 
2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2(2 2cos[ / ]) (( ) ( ) 2 ( )).T TN p p A A−α + α ≥ − π γ + γ − δ +  

Далее, 
2 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ,T Tp p K Kγ + γ > δ + δ ⇒  

{ }
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2
3 0 3 0

( ) ( ) 2 ( ) (2 2cos[ / ])

max (1 ) cos [ / ], cos [ ( 1) / ] ,

T Tp p A A N

A k N A k N N− −

γ + γ > δ + + δ − π ×

× + π − ϕ π + − − ϕ ⇒
 

{ }
2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
3 0 3 0

(2 2cos[ / ]) (( ) ( ) 2 ( ))

max (1 ) cos [ / ], cos [ ( 1) / ] ,

T TN p p A A

A k N A k N N

−

− −

α + α ≥ − π γ + γ − δ + >

> δ + π − ϕ π + − − ϕ ⇒
 

2 2 1
1 2 3 0

2 2 1
1 2 3 0

(1 ) cos [ / ],

cos [ ( 1) / ],

A k N

A k N N

−

−

 α + α > − + δ π − ϕ ⇒
α + α > − δ π + − − ϕ

 

1 0 3

1 0 3

[ ] ,
[ 1] ,

k A
k N A

φ < −δ − δ
⇒φ + − < − δ

 

1 0 2 0

1 0 2 0

[ ] [ ] ,

[ 1] [ 1] ,

k k

k N k N

 φ < −δ − φ ⇒
φ + − < − φ + −
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1 0 2 0

1 0 2 0

[ ] [ ] ,
[ 1] [ 1] 0,

k k
k N k N

φ + φ < −δ
⇒φ + − + φ + − <

 

1

0 0 1

,

[ 1, , , 1] 0,

T

T

x

x k N k x

 γ < −δ ⇒
γ + − − <

 

1

2 1

0 1 0 0

0 2 0 1 0 0

,

,

[ , , , 1] 0, 1 1,

[ , , ,1] [ , , , 1] 0, 1 1,

T

T T

T

T T

x

x x

x k k x k k k N

x k N k N x x k k x k k k N

 γ < −δ


γ = −γ > −δ ⇒
γ − < + ≤ ≤ + −

γ + + = −γ − > + ≤ ≤ + −

 

1 1

2 2

0 1 2 0 0

0 2 1 0 0

,

,

[ , , , 1] , 1, 1,

[ , , ,1] , 1, 2 1.

T

T

T

T

x l

x l

x k k x l k k k K

x k k K x l k k K k N

 γ < − ε


γ > + ε


γ − < − ε = + + −
γ + > + ε = + + + −

 

Следовательно, условие (4) выполнено. Теорема доказана. 
Замечание 1. Условия ,M E q− ≤ δ ≤ δ  будут выполнены, если 

система (1) получена в результате дискретизации с некоторым достаточно 
малым шагом некоторой непрерывной системы управления. 

Замечание 2. В теореме 2 рассматриваются условия, при выполне-
нии которых управляющее воздействие оказывает существенно меньшее 
влияние на характер периодического решения системы (1), чем периодиче-
ское воздействие, которое находится в правой части этой системы. В силу 
этого система (1) имеет 2N-периодическое решение с двумя точками пере-
ключения, которое фактически представляет собой возмущенное 2N-
периодическое решение линейной системы 

1 1 2cos[ / ] sin[ / ].k kx Mx p k N p k N+ = + π + π  
 Пример. Пусть 

1 2

1 2

0.9885 0.0083 0.175 0.1 0.0099 1 2
, , , , ,

0.0083 0.9885 0.1 0.1 0.0198 1 2
3, 0.02, 0.01.

M p p q

N l l

 − −       
= = = = γ =           − −         

= = − =

 

Можно проверить, что выполнены все условия теоремы 2 (вычисления 
проводились в среде MATLAB, см. папку «example 2»), и система (1) имеет 
6-периодическое решение, график дискретной траектории которого приве-
ден на рис. 2. 
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Рис. 2. 
 

Рассмотрим теперь случай, когда управляющее воздействие оказы-
вает существенное влияние на динамику системы (1). Рассмотрим сначала 
автономную систему: 
 1 .k k kx Mx qu+ = +  (5) 
Если det( ) 0,M E− ≠  то вектор-функция  

0 1 1
0 0 0 0 0[ , , , ] [ , , ] ( ( ) ) ( )k kx k k x m x k k x m M x M E qm M E qm− − −= − = + − − −  

является решением системы (5), и 0 0[0, , ] .x x m x=  Наложим на параметры 
системы (5) дополнительные ограничения. Будем считать, что матрица M 
приведена к жордановой форме, и модули ее собственных чисел меньше 
единицы. Пусть 

 

( )
1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2

1

1

1, 1, , , 0, 1,

, , ( , ,..., ), 0 ... 1, ,

( , ,..., ,0,...,0), ( , ,..., ,0,...,0) ,

0, 1, , 0,

( ) , 1.
1

m m

T
m m

T
i i

m
T i i

i i

m m l l l l l

M diag M M M diag m n

p p p p

q i m q
pM E q C l C−

=

= − = = − = > γ =

= = λ λ λ < λ ≤ λ ≤ ≤ λ < ≤

γ = γ γ γ =

γ ≤ = γ <

γ
γ − = − > ⋅ >

− λ∑

(6) 

Заметим, что условия, аналогичные (6), рассматривались в работе [4].  
Введем обозначения: 

1 1[ ] ( ) ( )( ) ,k k
ax k M E M E M E q− −= + − −  
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1
1

2

1
[ ] [ ] ,

1 1

[ ] [ , [ ], 1].

km
T i i i

a k
i i i

T
a

q
k x k

k x k x T
=

γ − λ
φ = γ = ⋅

− λ + λ

φ = γ −

∑  

Лемма. Пусть выполнены условия (6), пусть для некоторого вещест-
венного 0δ >  существует NT ∈  такое, что: 
 ,][1 δφ −−< lT  (7) 
 1( [ ] ) ,T

aM x T q l−γ − > − + δ  (8) 
тогда система (5) имеет асимптотически устойчивое 2T-периодическое ре-
шение с точками переключения [ ].ax T±  
 Доказательство. Легко проверить, что  

[ , [ ], 1] [ ], [ , [ ],1] [ ].a a a ax T x T x T x T x T x T− = − − =  
В силу условий (6) функция 1[ ]kφ  монотонно убывает с ростом k, и нера-
венство (7) выполнено для некоторых значений , .T δ  Следовательно,  

[ ] , ( [ ]) .T T
a ax T l x T lγ < − δ γ − > − + δ  

Функция ][2 kφ  монотонно возрастает с ростом значения k: 
1

2 2 2

1

1

[ ] [ 1] [ ] ( )( [ ] ( ) )

( ) ( ) 2 0.
1

T k
a

km
T k k k T k i

i ik
i i

k k k M M E x T M E q

M M E M E q M q q

−

−

=

∆φ = φ + − φ = γ − − − =

λ
= γ + − − γ = − ⋅ γ >

+ λ∑
 

В силу условия (8), 
1

2[ 1] [ 1, [ ], 1] ( [ ] ) ,T T
a aT x T x T M x T q l−φ − = γ − − = −γ − < − δ  

откуда следует: 
2 2[ , [ ], 1] [ ] [ 1] , 1, 2.T

ax k x T k T l k Tγ − = φ ≤ φ − < − δ = −  
Далее, 

2[ , [ ],1] [ ] , 1, 1.T
ax k x T k l k Tγ − = −φ > − + δ = −  

Следовательно, система (5) имеет асимптотически устойчивое 2T-
периодическое решение, и множество его точек имеет непустую δ-
окрестность, пересечение которой с поверхностями переключения 1,2

T x lγ =  
пусто. Доказательство закончено. 

Вернемся к системе (1). Пусть выполнены условия (6)–(8), т. е. сис-
тема (5) имеет асимптотически устойчивое 2T-периодическое решение с 
двумя точками переключения, выберем N > T, пусть выполнено условие: 

1 2

1
, 1,

1
M

Pp Pp K K
M

−
+ < δ <

+
                              (9) 

тогда решение системы (1), начинающееся в Kδ-окрестности указанного 
2T-периодического решения системы (5), не покидает этой окрестности с 
ростом k. Действительно, пусть 0 [ ] ,ax x T K− ≤ δ  обозначим 0 0[ , , , 1]x k k x −  
решение системы (1), 0[ , , [ ], 1]ax k k x T −  — решение системы (5). Тогда 
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0 0
0 0 0 0 0

1 2

[ , , , 1] [ , , [ ], 1] ( [ ]) [ ] [ ],
[ ] ( cos[ / ] sin[ / ]),

k k k k
a ax k k x x k k x T M x x T M w k w k

w k P p k N p k N

− −− = − + − − δ + δ
δ = − π + π

 

( ) ( )

0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 2 0

( [ , , , ] [ , , , ]) ( ( ) [ ] [ ])

1 , .

k k k kT Tx k k x m x k k x m M x x M w k w k

M x x M Pp Pp K k k T

− −γ − = γ − − δ + δ ≤

≤ − + + + < δ − ≤
 

Аналогичные рассуждения можно провести для ].[0 Txx a−=  
Естественным образом возникает вопрос о существовании периоди-

ческого решения системы (1) в указанной окрестности. Будем искать ре-
шение, период которого равен L = HOK(2N, 2T).  

В силу сделанного предположения (9), L-периодическое решение, 
если оно существует, имеет /v L T=  точек переключения 1,..., .vx x  Предпо-
ложим, что в  некоторый момент времени 0 0, 0 ,k k L≤ ≤  мы находимся од-
ной из точек переключения 1 1 0 1 0( ), ( ) .Tx x k x k l= γ < −  Имеем: 

2 1 0 0

2
3 1 0 0 0 0

( [ , 1]) [ , 1],

( [ , 1]) ( [ , 1] [ ,1]) [ 2 , 1],
...

T

T T

x M x w k w k T

x M x w k M w k T w k T w k T

= − − + + −

= − − + + − − + + + −  

учитывая, что 1[ , 1] [ ,1] 2( ) ,w k w k M E q−− − = −  можем выписать следующую 
формулу для точек переключения: 

1
1 ( 1) 1

1 1 0 0
1

( [ , 1]) 2 ( 1) ( ) [ , ( 1) ].
i

iT T j j T i
i

j

x M x w k M M M E q w k iT
−

− − −
+

=

= − − + − − + + −∑
Для vi =  имеем: 

 
1

1 ( 1) 1
1 1 0 0

1

( [ , 1]) 2 ( 1) ( ) [ ,1]
v

L T j j T
v

j

x M x w k M M M E q w k
−

− − −
+

=

= − − + − − +∑ (10) 

(воспользовались равенством: ]1,[])1(,[ 00 kwLkw v =−+ ). Т. к. функция 
,1],,[ 0 ±=mmkw  является L-периодической по аргументу ,0k  то тем самым 

для данного фиксированного 0k  имеем непрерывное отображение замыка-
ния Kδ-окрестности точки ][Txa  в себя. Следовательно, в силу теоремы 
Брауэра о существовании неподвижной точки, отображение, задаваемое 
формулой (10), имеет неподвижную точку, т. е. для данного 0k  существует 
периодическое решение системы (1), одной из точек переключения кото-
рого будет точка 

1
1 ( 1) ( 1) 1

1 0 0 0
1

[ ] ( ) [ , 1] [ ,1] 2 ( 1) ( ) .
v

L L T j j T

j
x k M E M w k w k M M M E q

−
− − − −

=

 
= − − − − − − 

 
∑  

Таким образом, можем сформулировать окончательный результат: 
Теорема 3. Пусть выполнены условия (6)–(9), тогда система (1) для 

любого 00 ≥k  имеет асимптотически устойчивое L-периодическое реше-
ние с L/T точками переключения, ).22(НОК TN,L =  
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Пример. Пусть 

1 2

0

0.4 0 0.02 0.1 2 1 65
, , , , ,

0 0.5 0.01 0.03 1 8 65
3, 1, 0.

M p p q

N l k

 − − −       
= = = = γ =           −         

= = =

 

Все условия теоремы 3 выполнены (см. «example 3»), и система (1) имеет 
6-периодическое решение, график дискретной траектории которого приве-
ден на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. 
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УДК 683:519 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ КРИТЕРИАЛЬНОЙ  
ФУНКЦИИ НА БАЗЕ САМООРГАНИЗАЦИИ МОДЕЛЕЙ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИМВОЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ  

В СРЕДЕ MATLAB 
 
Тимченко А. А., Снитюк В. Е., Оксамытная Л. П., Ланских Е. П. 
Черкасский государственный технологический университет, Черкассы, 

e-mail:svit@majar.com 
 
Введение 
 

Современные интеграционные тенденции, включающие гумманиза-
цию человеческой деятельности, стремление к построению открытого об-
щества, глобализацию и взаимозависимость экономик разных стран созда-
ли предпосылки для увеличения начальной энтропии процессов проекти-
рования сложных технических систем. Известны два подхода к проектиро-
ванию, наиболее распространенные в мире: первый базируется на объект-
но-ориентированной парадигме [1], в которой главное внимание уделяется 
оптимизации представления объектов и элементов проектирования, связей 
между ними с анализом различного рода отношений; при использовании 
второго подхода (парадигма системного проектирования) во главу угла по-
ставлена оптимизация процесса проектирования [2], посредством его де-
композиции, определения формальных элементарных составляющих и 
программирования этапов жизненного цикла создаваемой системы. Кон-
цепция системного проектирования была разработана в Киевском Инсти-
туте кибернетики. Наряду с вышеуказанными аспектами будем учитывать 
указанные в ней принципы [2]: 
1. Задача проектирования сложных систем изначально недоопределена, 

что следует из неизвестности многих начальных данных, ограничений и 
возможных решающих процедур.  

2. Задача проектирования логически противоречива. В ней на начальных 
этапах решения используется информация, которая может быть получе-
на более поздних этапах. 

3. Из-за многокритериальности задачи проектирования сложных систем 
возникает проблема определения оптимального критерия эффективно-
сти предполагаемого решения.   

Уменьшение неопределенности задачи системного проектирования 
может быть достигнуто путем проведения экспериментов и применения 
методов прогнозирования. Логическая противоречивость устраняется ис-
пользованием итерационных процедур. Интегральное использование таких 
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предложений позволит решить и проблему определения оптимального 
критерия для оценки результата. Его численным выражением служит кри-
териальная функция. Идентификация такой зависимости позволит модели-
ровать различные варианты проектных структур и рассчитывать эффек-
тивность возможных способов распределения ресурсов, а также опреде-
лять степень влияния отдельных факторов на достижение глобальной цели 
проектирования. Необходимость решения таких задач определяет актуаль-
ность проведенного исследования.  
 
Постановка задачи 

 
Глобальной целью проектирования Z  является получение проекта в 

базисе системных свойств, системных ресурсов и структур жизненного 
цикла [1]. Она декомпозируется на подцели низшего уровня 1, 2 ,..., nZ Z Z . 
Уровень достижения каждой из них определяется частными критериаль-
ными функциями 1 2( ), ( ),..., ( )nZ Z Zϕ ϕ ϕ , которые, в свою очередь, явля-
ются функциями входных факторов kXXX ,...,, 21 , т. е.: 
 1 2( ) ( , , ..., ), 1, .i i kZ f X X X i nϕ = =  (1) 
Функции (1), а также интегральную критериальную функцию  
 ))(),...,(),(()( 21 nZZZFZF ϕϕϕ=  (2) 
чаще всего представляют в виде аддитивной или мультипликативной зави-
симости [3,4]. Аддитивная зависимость является линейной и, как следст-
вие, не дает представления о реальных взаимозависимостях факторов для 
сложной системы. Мультипликативная зависимость сводится к аддитивной 
и дополнительно требует приведения факторов к единой шкале измерения 
(нормирования). Преодолеть такие недостатки можно, используя в качест-
ве модели (1) некоторой нелинейной зависимости. Если ее спецификация 
заранее неизвестна, то, учитывая возможность разложения непрерывной 
функции в ряд Тейлора и дальнейшего приведения подобных слагаемых (в 
силу наличия многих переменных), получим (1) как полином Колмогоро-
ва–Габора: 

 0
1

( ) ...
k

i i i ij i j ijk i j p
i i j i j p

Z a a X a X X a X X X
= < < <

ϕ = + + + +∑ ∑ ∑  (3) 

Необходимо осуществить структурную и параметрическую идентифика-
цию (3), что, в свою очередь, позволит решить задачу оптимизации и найти 
оптимальные значения факторов и критериальной функции. 
 
Метод решения, особенности его реализации в MATLAB 
 

Процедура решения задачи известна. Она реализована в методе 
группового учета аргументов (МГУА) [5], автором которого является ака-



Труды II научной конференции «Проектирование инженерных и научных приложений в среде MATLAB» 

 708

демик А. Г. Ивахненко. МГУА имеет многочисленные алгоритмические 
реализации и в известных программно-алгоритмических системах. Глав-
ным его преимуществом есть возможность применения для «коротких» 
выборок, когда другие методы по объективным причинам не работают.   

Алгоритм МГУА содержит такие этапы: 
1. Определение базовой функции ),( jik xxfy = , количество слагаемых ко-

торой не превышает мощности множества статистических данных (дан-
ных экспериментов).     

2. Расчет по методу наименьших квадратов параметров всех функций ky . 
3. По критерию внешнего дополнения определение наилучших моделей и 

удаление остальных. 
4. Итерационное уточнение функций с использованием композиции 

),( jik yyfz =  (шаги 2-4) до тех пор, пока среднее значение критерия 
внешнего дополнения не начнет ухудшаться.  

5. Выбор функции с оптимальным значением критерия внешнего допол- 
нения и ее восстановление (до переменных kixi ,1, = ). 

 Реализация такого алгоритма имеет прямой и обратный ход. И каж-
дый из них характеризуется трудностями практического осуществления. 
Так, при прямом ходе необходимо упорядочивать по возрастанию средне-
квадратическую ошибку на точках контрольной последовательности для 
всех итераций. Такой шаг алгоритма, соответственно, требует вместе с пе-
рестановками значений ошибок переставлять и индексы ( ji, ) независи-
мых переменных, присутствующих в модели (3), а также ее коэффициен-
ты. Необходимость хранения индексов и коэффициентов моделей на всех 
итерационных шагах требует использования трехмерных массивов. В сре-
де MATLAB эта процедура значительно упрощена по сравнению с извест-
ными программными средами.  

Для обратного хода особую трудность представляет получение ре-
зультирующей модели как суперпозиции моделей, полученных на каждом 
итерационном шаге. Именно тогда и используются функции символьной 
математики MATLAB.  

На рис. 1 изображена схема итерационного процесса. Ось OY соот-
ветствует номеру итерации, OX  — порядковому номеру модели, OZ  —
имеет три координаты 310 ,, aaa  (если опорная функция имеет вид: 
 jiik xxaxaay 210 ++= .  (4) 

Структурная схема алгоритма изображена на рис. 2. 
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Рис. 1. Итерационный процесс. 
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Рис. 2. Структурная схема алгоритма. 
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Результаты эксперимента 
 
Для проверки правильности метода и его реализации (см. приложе-

ние) был проведен эксперимент. В качестве исходной информации исполь-
зованы данные табл.1. Выходная характеристика вычисляется по формуле: 
 4321

2
4

2
3211 XXXXXXXXY −+++= . 

Первые девять точек отнесем к обучающей последовательности, послед-
нюю — к контрольной. Средняя ошибка на первом шаге итерации равна 
4,3452; на втором - 0, 155; на третьем- 
2,2454. Таким образом, оптимальная модель по критерию минимума сред-
неквадратической ошибки на контрольной последовательности получена 
на второй итерации. Поскольку модели упорядочиваются по увеличению 
ошибки, то такая модель является первой.  
 

        Таблица 1
        Исходные данные

X1 X2 X3 X4 Y
1 9 1 7 -3
2 8 8 2 -171
3 7 3 3 -149
4 6 5 5 -525
5 2 4 4 -117
6 3 2 1 -12
9 4 7 8 -1866
8 5 8 7 -2086
7 1 2 6 -36
4 3 8 3 -202  

 
На первом шаге получена такая наилучшая модель: 

 311 32,818-48,34467,164 XXXY ⋅⋅+= . 
На втором шаге: 

 
).42,625-26,966(270,97)879170,0

11338,0(-1,465425,919X33,426-634,4Y

43321

1211

XXXXX
XXX

⋅⋅+⋅⋅+
+⋅+++⋅+=

 

Сравнить исходные значения выходной характеристики, значения, 
рассчитанные на первом ряду селекции и на втором можно по графикам, 
изображенным на рис. 3. 

Очевидно, что модель, полученная на втором ряду селекции значи-
тельно лучше описывает начальные данные. 
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Рис. 3. График значений выходной характеристики. 
 
Заключение 
 

Использование символьной математики для вычисления оптималь-
ной зависимости между входными факторами и выходной характеристи-
кой значительно упрощает программно-алгоритмическую реализацию ме-
тода самоорганизации моделей и увеличивает скорость вычислений. Сле-
дующим этапом должно стать использование других внешних критериев 
определения оптимальной модели.  

Получение аналитической зависимости позволяет осуществлять ее 
оптимизацию средствами MATLAB. Необходимо заметить, что функция 
многих переменных может иметь несколько локальных оптимумов, а 
предлагаемые методы не страхуют от попадания в них. Поэтому было бы 
желательно реализовать в среде MATLAB методы эволюционной оптими-
зации: генетические алгоритмы, эволюционное моделирование, генетиче-
ское программирование и эволюционное программирование, тем более, 
что в других программных пакетах они уже нашли свое применение.    
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Приложение 
Пример m-файла реализации алгоритма самоорганизации моделей  
с использованием символьной математики 
 
%  Функция, с помощью которой упорядочиваются в возрастающем порядке 
ошибки  
%  на контрольных точках для всех опорных функций, одновременно  
%  осуществляются перестановки соответствующих индексов.   
 
function [s,index,no] = perest(g,noi1,n)  
for i=1:n 
    no(i)=i; 
end 
for i=1:n 
    for j=2:n 
        if g(j-1)>g(j)  
               c=g(j-1); 
               g(j-1)=g(j); 
               g(j)=c; 
                  d=no(j-1); 
                  no(j-1)=no(j); 
                  no(j)=d; 
                     d=noi1(j-1,1); 
                     noi1(j-1,1)=noi1(j,1); 
                     noi1(j,1)=d; 
            d=noi1(j-1,2); 
            noi1(j-1,2)=noi1(j,2); 
            noi1(j,2)=d; 
                    end 
    end 
    s=g; 
    index=noi1; 
end 
 
% Функция, осуществляющая один шаг МГУА по критерию минимума  
% среднеквадратической ошибки на контрольных точках 
 
function [srednee_eps,bb,inde,qq1] = minsqv(pp,qq,y)  
%  pp — матрица, по которой осуществляется идентификация опорных функций  
%  qq — контрольная точка 
%  y — вектор значений выходных характеристик 
%  srednee_eps — среднее значение ошибки для всех опорных функций 
%  bb — матрица коэффициентов опорных функций 
%  qq1 — новая матрица, используемая на следующем шаге для идентификации 
%  inde — матрица индексов переменных 
lo=1; 
for i=1:4 
    for j=i+1:4 
        for k=1:9 
            z(k)=pp(k,i)*pp(k,j); 
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            xx(k,1)=1; 
            xx(k,2)=pp(k,i); 
            xx(k,3)=z(k); 
        end 
% коэффициенты регрессии  
        a=inv(xx'*xx)*xx'*y; 
% среднее квадратическое отклонение для каждой модели         
    eps(lo)=(-202-(a(1)+a(2)*qq(i)+a(3)*qq(i)*qq(j)))^2/202^2; 
% коэффициенты уравнения 
    for ii=1:3 
     aa(ii,lo)=a(ii); 
     noi(lo,1)=i; 
     noi(lo,2)=j; 
    end 
    lo=lo+1;        
   end 
end 
% ее — упорядоченный массив ошибок, nl - их начальные номера 
[ee,inde,n1]=perest(eps,noi,lo-1) 
% средняя ошибка  
srednee_eps=sum(eps)/(lo-1) 
% коэффициенты уравнений регрессии 
for j=1:3 
    for i=1:4 
    bb(j,i)=aa(j,n1(i)); 
end 
end 
% формирование новой матрицы 
for j=1:4 
    for k=1:9  
qq1(k,j)=bb(1,j)+bb(2,j)*pp(k,inde(j,1))+bb(3,j)*pp(k,inde(j,1))*pp(k,inde(j,2)); 
    end 
end 
 
% учебная последовательность 
p=[1 7 3 7; 
2 6 2 3; 
3 5 4 2; 
4 4 5 1; 
5 3 6 4; 
6 2 5 5; 
7 1 4 3; 
8 8 3 2; 
9 7 12 2]; 
pp=p; 
% контрольная точка  
qq=[4; 6; 1; 2]; 
% выходная характеристика  
y=[41; 12; -2; -11; -24; -17; -20; 44; -94]; 
ny=1;  
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s1=1000000000000; 
sr_eps=1000000; 
while s1>sr_eps 
s1=sr_eps 
b1=0; 
[sr_eps,bb,inde,qq1] = minsqv(pp,qq,y)  
for i=1:4 
perem_memory(i,1,ny)=inde(i,1); 
perem_memory(i,2,ny)=inde(i,2); 
end 
perem_memory 
for j=1:3 
    for i=1:4 
    koef(j,i,ny)=bb(j,i); 
    end 
end 
ny=ny+1 
pp=qq1;  
% b1=bb; 
end     
% уравнения в символьном виде  
 syms x1 x2 x3 x4  
digits(5) 
sym(koef(1,1,1),'d') 
y1=sym(koef(1,1,1),'d')+sym(koef(2,1,1),'d')*x1+sym(koef(3,1,1),'d')*x1*x3 
y2=sym(koef(1,2,1),'d')+sym(koef(2,2,1),'d')*x1+sym(koef(3,2,1),'d')*x1*x2 
y3=sym(koef(1,3,1),'d')+sym(koef(2,3,1),'d')*x1+sym(koef(3,3,1),'d')*x1*x4 
y4=sym(koef(1,4,1),'d')+sym(koef(2,4,1),'d')*x3+sym(koef(3,4,1),'d')*x3*x4 
 
z1=sym(koef(1,1,2),'d')+sym(koef(2,1,2),'d')*y2+sym(koef(3,1,2),'d')*y2*y4 
z2=sym(koef(1,2,2),'d')+sym(koef(2,2,2),'d')*y2+sym(koef(3,2,2),'d')*y2*y3 
z3=sym(koef(1,3,2),'d')+sym(koef(2,3,2),'d')*y3+sym(koef(3,3,2),'d')*y3*y4 
z4=sym(koef(1,4,2),'d')+sym(koef(2,4,2),'d')*y1+sym(koef(3,4,2),'d')*y1*y3 
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ПАКЕТ ПРОГРАММ СТРУКТУРНОЙ И 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ 

ОДНОМЕРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  
 

Фатуев В. А., 
Тульский государственный университет, Тула,  

e-mail: info@tsu.tula.ru 
Понятский В. М., 

ФГУП Конструкторское бюро приборостроения, Тула, 
 e-mail: granat@home.tula.net 

Каргин А. В. 
Тульский государственный университет, Тула, 
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Введение 
 

На рис. 1 изображена структурная схема одномерной динамической 
системы типа «черный ящик» в непрерывном времени. Данная система 
имеет одну выходную (управляемую) переменную и одну входную (управ-
ляющую) переменную. На рис. 1 обозначены: измеряемое значение вход-
ной переменной ( )u t , не измеряемое значение выходной переменной ( )y t , 
измеряемое значение зашумленной выходной переменной ( )z t , и, дейст-
вующий на выход системы, не измеряемый шум ( )e t . Рассмотрим далее 
только линейные динамические системы [3]. 

 

Динами–
ческая 
система 

 

e(t)

u(t) 
y(t)

 
 

Рис. 1. Структурная схема одномерной динамической системы. 
 

Идентификация линейных одномерных динамических систем преду-
сматривает четыре основных этапа: определение порядка модели, оцени-
вание значений неизвестных коэффициентов, статистический анализ ре-
зультатов идентификации и переход к требуемому виду модели.  

Для решения данной задачи авторами разработан пакет прикладных 
программ, функционирующих в среде MS Window 9x/2000/NT/XP. 
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1. Структура пакета программ 
 
Методы, реализующие все этапы идентификации одномерных дина-

мических систем, реализованы в виде библиотек функций. Библиотеки вы-
полнены в виде динамически подключаемых библиотек (.DLL). Структура 
пакета программ показана на рис. 2. 

 

методы 
идентификации

и CID.dll MatrixM.dll

методы сопряжения 
интерфейсов

( файлы)MEX-

Matlab-независимые

Matlab-зависимые

MatLab
(MEX-Gateway)

 
 

Рис. 2. Структура пакета программ идентификации. 
 

Пакет программ можно разделить на две части: одна включает в себя 
библиотеки функций, не требующие наличия установленных и выполняе-
мых файлов из дистрибутива MATLAB, а другая часть программ фактиче-
ски состоит из интерфейсных модулей, которые позволяют вызывать из 
MATLAB методы из MATLAB-независимых библиотек первой части. 

Такая структура пакета программ позволяет с одной стороны полу-
чить большую гибкость при разработке модулей, которые не зависят от 
MATLAB, что расширяет область их применения, а с другой стороны — 
получить возможность вызова данных методов из MATLAB, что открыва-
ет пользователю доступ к разнообразным функциям MATLAB. 

В пакет программ входят функции [1–2]:  
– определения порядка модели разностного уравнения (структур-

ной идентификации) методами функции потерь и матрицы мо-
ментов [1,4,9,10]; 

– оценивания значений неизвестных коэффициентов модели разно-
стного уравнения известного порядка (параметрической иденти-
фикации) методом наименьших квадратов и их модификациями: 
методом инструментальной переменной, расширенными матрич-
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ными методами; как в режиме реального времени, так и в режиме 
отложенного времени [1–6, 9–10]; 

– оценки адекватности построенной модели и значимости оценок ее 
коэффициентов [1–2]; 

– преобразования математических моделей [1, 2, 7–8] (см. рис. 3). 
 

разн.
уравн.

диск.
ОПФ

диск.
МПС

диф.
уравн.

непр.
ОПФ

непр.
МПС

 
 

Рис. 3. Взаимные преобразования математических моделей: 
диф.уравн. — дифференциальное уравнение; разн. уравн. — разностное уравнение; 

непр. МПС — модель пространства состояний в непрерывном времени; дискр. МПС — 
модель пространства состояний в дискретном времени; непр. ОПФ — непрерывная 

операторная передаточная функция; диск. ОПФ — дискретная операторная передаточ-
ная функция. 

 
2. Математические модели линейных одномерных стационарных  
динамических систем и методы из построения 

 
В данной главе дан краткий обзор типов математических моделей 

линейных стационарных одномерных динамических систем, построение 
которых реализовано в пакете программ. Приведено описание каждого ме-
тода структурной и параметрической идентификации. Сжато изложены 
способы взаимного преобразования математических моделей и некоторые 
методы статистического анализа результатов идентификации. Более под-
робно данный материал изложен в работах [1–4, 7–10]. 

 
2.1 Структура математических моделей одномерных стационарных 
динамических систем 
 
2.1.1 Дифференциальное уравнение 

 
Дифференциальное уравнение стационарной линейной одномерной 

динамической системы при отсутствии внутреннего и внешнего шума име-
ет следующий вид [1–4]: 
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 T T( ) ( )t t=a y b u , (1) 

где ( ) ( )T T
0 1 0 1, , , ; , , , ;n na a a b b b= =a b… …  T ( ) ( )( ) ( ), , , ;

n

n
dy t d y tt y t

dt d t
 

=  
 

y …  

T ( ) ( )( ) ( ), , ,
n

n
du t d u tt u t

dt d t
 

=  
 

u … , 0 1 0 1, , , , , , ,n na a a b b b… … — коэффициенты мо-

дели; n — порядок модели; y(t) — значение выходной переменной; u(t) — 
значение входной переменной. 

При воздействии внешнего шума выражение (1) следует дополнить 
следующим выражением: 
 ( ) ( ) ( ),z t y t t= + ε  (2) 
где z(t) — значение зашумленной выходной переменной в момент времени 
t; y(t) — значение выходной переменной в момент времени t из моде-
ли (1); ( )tε — значение внешнего шума в момент времени t. 
 
2.1.2. Разностное уравнение 

 
Разностное уравнение стационарной линейной одномерной динами-

ческой системы при отсутствии внутреннего и внешнего шума имеет вид 
[1-4]: 
 T T( ) ( )k k=a y b u , (3) 
где ( ) ( )T T

0 1 0 1, , , ; , , , ;n na a a b b b= =a b… …  ( )T ( ) ( ), ( 1), , ( )k y k y k y k n= − −y … ; 

( )T ( ) ( ), ( 1), , ( )k u k u k u k n= − −u … , 0 1 0 1, , , , , , ,n na a a b b b… …  — коэффициенты 
модели; n — порядок модели; y(k) — значение выходной переменной в 
момент времени k t∆ ; t∆ – интервал дискретизации системы по времени; 
u(k) — значение входной переменной в момент времени k t∆ . 

При воздействии внешнего шума выражение (3) следует дополнить 
следующим выражением: 
 ( ) ( ) ( ),z k y k k= + ε  (4) 
где z(k) — значение зашумленной выходной переменной в момент време-
ниk t∆ ; y(k) — значение выходной переменной в момент времени k t∆  из 
модели (3); ( )kε — значение внешнего шума в момент времени k t∆ . 

Составим модель (3),(4) для N последовательных значений входного 
сигнала: 
 ,= +y Fθ ε  (5) 
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где ( )( ), ( 1), , ( )T y n y n y N= +y … – вектор значений выходной переменной 

системы; 

( ) (0) ( 1) (0)
( 1) (1) ( ) (1)

( ) ( ) ( 1) ( )

u n u y n y
u n u y n y

u N u N n y N y N n

− 
 + =
 
 − − − 

F – матрица 

наблюдения; ( )T
0 1 1 ,n nd d d c cθ = − −  1 1

0 0, 0, , ,i i j jd a b i n c a a− −= = =  

1,j n= — вектор параметров модели; ( )T ( ), ( 1), , ( )n n N= ε ε + ε…ε  — вектор 
значений внешнего шума (нормального случайного процесса с нулевым 
математическим ожиданием). 
 
2.1.3. Модель пространства состояний в непрерывной форме 

 
Модель пространства состояний в непрерывной форме для линейной 

одномерной динамической системы при отсутствии внутреннего и внеш-
него шума имеет вид [1-4]: 

 
T

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

d t t u t
dt

y t t k u t

 = +

 = +

x Tx g

h x
 (6) 

где ( )tx – вектор значений переменных состояния модели в момент време-
ни t, размерностью n×1; T– матрица динамики, размерностью n×n; g — 
вектор управления, размерностью n×1; u(t) — значение входной перемен-
ной в момент времени t; y(t) — значение выходной переменной в момент 
времени t; h — вектор наблюдения, размерностью n×1; k — коэффициент 
входа. 
 
2.1.4. Модель пространства состояний в дискретной форме 

 
Модель пространства состояний в дискретной форме для линейной 

одномерной динамической системы при отсутствии внутреннего и внеш-
него шума имеет вид [1–4]: 

 T

( 1) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

k k u k

y k k d u k

+ = +


= +

x Ax b

с x
 (7) 

где ( 1)k +x – вектор значений переменных состояния модели в момент 
времени ( 1)k t+ ∆ , размерностью n x 1; n — порядок модели;  A — матрица 
динамики, размерностью n x n; b — вектор управления, размерностью n×1; 
u(k) — значение входной переменной в момент времениk t∆ ; y(k) — значе-
ние выходной переменной в момент времени k t∆ ; c — вектор наблюдения, 
размерностью nx1; d — коэффициент входа. 
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2.1.5. Непрерывная передаточная функция 
 
Модель непрерывной операторной передаточной функции для ли-

нейной одномерной динамической системы при нулевых начальных усло-
виях имеет вид [1]: 

 
T

0 1
T

0 1

( )( ) ,
( )

n
n

n
n

k k s k sy sw s
u s r r s r s

+ + +
= = =

+ + +
k s
r s

…
…

 (8) 

где s — оператор дифференцирования Лапласа; { }( ) ( )y s L y t= — непрерыв-
ное преобразование Лапласа выходной переменной y(t); { }( ) ( )u s L u t= — 
непрерывное преобразование Лапласа входной переменной u(t); n — поря-
док модели; ( )T

0 1, , , ,nk k k=k … ( )T
0 1, , , nr r r=r … — вектора коэффициентов 

модели; ( )T 1, , , ns s=s … .  
 
2.1.6. Дискретная передаточная функция 

 
Модель дискретной операторной передаточной функции для линей-

ной одномерной динамической системы при нулевых начальных условиях 
имеет вид: 

 ( ) ( )
( )

1 T
0 1

1 T
0 1

,
n

n
n

n

y z k k z k zw z
u z r r z r z

− −

− −

+ + +
= = =

+ + +
k z
r z

…
…

 (9) 

где z — оператор Z-преобразования; { }( ) ( )y z Z y t= — Z-преобразование 
выходной переменной y(t); { }( ) ( )u z Z u t= — Z-преобразование входной пе-
ременной u(t); n — порядок модели; ( )T

0 1, , , ,nk k k=k … ( )T
0 1, , , nr r r=r … — 

вектора коэффициентов модели; ( )T 11, , , nz z− −=z … . 
 
2.2. Определение порядка разностного уравнения 
 
2.2.1 Структурная идентификация по функции потерь 

 
Рассмотрим метод структурной идентификации, использующий в 

качестве критерия функцию потерь v из [1, 2, 4]: 
T1( ) ( ) ( ) ,v n n n

N n
 =   −
e e     (11) 

где n — порядок разностного уравнения (3)–(4); N — дискретное время на-
блюдения; ( ) ( ) ( )n n n= −e y y  — невязки модели; 

( )T
( ) (0), ( ), , ( )n y y t y N t= ∆ ∆y … , ( )( ) (0), ( ), , ( )T n y y t y N t= ∆ ∆y … — соответ-
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ственно значения предсказанных по модели (3)–(4) значений выхода сис-
темы и экспериментальные значения выхода системы. 

Функция потерь (11) численно характеризует величину отклонения 
предсказанного по модели значения выхода системы от его эксперимен-
тального значения. При увеличении порядка системы значение функции 
потерь будет убывать (рис. 4), но, при воздействии внешнего шума, нико-
гда не достигнет нуля (явление «сверхсогласия» [4]).  

За оценку истинного порядка системы принимается такое значение 
порядка, при увеличении которого функция потерь убывает незначитель-
но.  

Функция потерь для стационарной линейной одномерной динамиче-
ской системы, на примере модели разностного уравнения (3) при n=3, при-
ведена на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Функция потерь. 
 

2.2.2. Структурная идентификация по матрице моментов 
 
Матрица моментов (корреляций) имеет следующий вид [1,2,4]: 

 T( , , ) ( ) ( )u y n n n=Q F F , (12) 

где ( , , )u y nQ — матрица моментов для n -го порядка системы; ( )nF — мат-
рица наблюдений (5), для порядка системы n, равногоn . 

В случае, свободном от шумов матрица ( , , )u y nQ  вырождается при 

n n> . Если входной сигнал постоянно возбуждающий, то ( , , )u y nQ  имеет 
ранг равный r=2n+1. Однако использование ранга для определения поряд-
ка часто затруднено наличием в системе шумов, тогда матрица ( , , )u y nQ  
не вырождается при достижении истинного порядка системы, и ее строки 
не становятся линейно зависимыми.  
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В качестве теста определения порядка используется относительный 
определитель матрицы ( , , )u y nQ : 

 det ( , , )rel det ( , , ) u y nu y n =
ℜ

QQ , (13) 

где ℜ  — наибольший по модулю элемент матрицы ( , , )u y nQ . 
 

2.3. Определение оценок коэффициентов разностного уравнения 
 

2.3.1. Метод наименьших квадратов 
 
Рассмотрим модель разностного уравнения (5). Введем следующий 

квадратичный критерий: 

 [ ] [ ]T1 .v
N n

= − −
−

y F y Fθ θ  (14) 

Найдем такие оценки значений параметров модели (5), которые ми-
нимизируют значение критерия (14) по методу наименьших квадратов 
(МНК) [1–4]: 
 

1T Targ min v
−

 = =  ѓ Ж
F F F yθ  (15) 

c ковариационной матрицей  
 

1T 2cov( ) ,e

−
 = σ F Fθ  (16) 

где 2
eσ  — дисперсия нормального случайного процесса ( )kε  из (5). 
 

2.3.2. Обобщенный метод наименьших квадратов 
 
Обобщенный метод наименьших квадратов (ОМНК) использует для 

устранения смещенности оценок параметров разностного уравнения (5) 
операцию фильтрации [1,2,4]. 

Приведем алгоритм получения ОМНК-оценок параметров разност-
ного уравнения (5) (алгоритм А)[1,2]. 

Исходные данные алгоритма А: t∆ — интервал дискретизации сис-
темы по времени; N — дискретное время наблюдения системы; 

( ), ( ), 0,u k y k k N= — реализации входного и выходного сигналов; r — по-
рядок фильтра; n — порядок разностного уравнения (5); д– малая величи-
на, MaxIter — предельное число итерации. 

Алгоритм А. 
А.1. Задать 1t∆ ← , N, ( ), ( ), 0,u k y k k N= , r, n,д  , MaxIter. 
А.2. Используя  ( ), ( ), 0,u k y k k N= , производим оценку вектора па-

раметров модели θ  по (15), которая является смещенной. 
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А.3. Получаем вектор оценок невязок ε  из соотношения = −y Fε θ . 
А.4. Получаем оценку параметров фильтра d  по выражению: 

 T 1 T[ ] ,−= −d E E E ε  (17) 
где 

( )T
( 1), ( 2), , ( )n n N= ε + ε + ε…ε ;

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) ( 2)

( 1) ( 2) ( )

n n n r

n n n r

N N N r

 ε ε − ε − +
 
 ε + ε ε − +=  
 
 ε − ε − ε − 

E

…

…
…

…

. 

А.5. Используя (17), фильтруем ( ), ( ), 0,u k y k k N=  в соответствии с 
выражениями: 

1Ф

1Ф

( ) ( ) ( 1) ( ),

( ) ( ) ( 1) ( ),

( ) ( ) 0, 0, 0, .

r

r

u k u k d u k d u k r

y k y k d y k d y k r

u l y l l k N

 = + − + + −
 = + − + + −
 = = < =

…

…  

А.6. Производим оценку параметров модели (5): 
1T T

Ф Ф Ф Ф Ф Ф Ф Ф Ф Ф( , ) ( , ) ( , ) ,
−

 =  F u y F u y F u y yθ  

где T
Ф Ф Ф( , )F u y  — матрица наблюдения F модели (5), построенная по от-

фильтрованным значениям входной ( )T
Ф Ф Ф Ф(0), (1), , ( )u u u N=u …  и выход-

ной ( )T
Ф Ф Ф Ф(0), (1), , ( )y y y N=y …  переменных. 

А.7. ФФ Ф, , .← ← ←u u y y θ θ  
А.8. Вычисляем значение критерия v из (14). 
А.9. Повторяем шаги 3–8, пока наблюдается улучшение оценок, т. е. 

пока уменьшается значение v, и выполняется условие дv >  или пока не по-
вторим шаги 3–8 MaxIter раз. 

А.10. Получили θ  — ОМНК-оценку параметров разностного урав-
нения (5). 

А.11. Конец. 
 

2.3.3. Рекуррентный метод наименьших квадратов 
 
Рекуррентный метод наименьших квадратов (рМНК) аналогичен по 

свойствам получаемых оценок МНК, однако, он может быть использован 
для идентификации линейных динамических систем в реальном масштабе 
времени. Приведем выражения для модели (5) [1-4]: 

Введем вектор последних наблюдений в момент времени k t∆ – ниж-
няя строка матрицы F из (5): 
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 ( )T ( ), , ( ), ( 1), , ( )k u k u k n y k y k n= − − −f … … , (18) 
МНК-оценки на k-м шаге процедуры оценивания  находятся по вы-

ражению: 

 
( )1T

1 11 1

1T T
1 1 1 1

1 ( ) ,

1 .

T
k k kk k k k k k

k k k k k k k k k

y k
−

− −− −

−

− − − −

  = − + − 

  = − + 

P f f P f f

P P P f f P f f P

θ θ θ
 (19) 

Отметим, что начальные значения матрицы 
0NF  и начальные оценки 

параметров 0Nθ  можно получать по результатам первых N0 опытов: 

 0 0 0

0 0 0 0

1T ,

,

N N N

T
N N N N

−  =  

 =

P F F

P F yθ
 (20) 

где 0 3 1;N n≥ +
0NF и 

0Ny  — матрица и вектор, получаемые соответственно 
из матрицы F и вектора y выражения (5) при N N0. 

 
2.3.4. Метод инструментальной переменной  

 
Рассмотрим метод инструментальной переменной (МИП). Введем 

квадратичный критерий  v, аналогичный (14) [1,2,4]: 

 
T

T1v
N n

   = − −   −
y F ZZ y Fθ θ , (21) 

где Z — так называемая матрица инструментальной переменной, удовле-
творяющая определенным условиям  [1,2,4], например, 

( ) (0) ( 1) (0)

( ) ( ) ( 1) ( )

u n u x n x

u N u N n x N x N n

− 
 =  
 − − − 

Z
… …
… …
… …

, x(k) — выход некоторо-

го фиксированного фильтра [4]. Таким фильтром, например, может являть-
ся модель (5), в которой в качестве векторов параметров a  и b  выступают 
их МНК-оценки, полученные по выражению (15) с учетом (5), на вход по-
дается входной сигнал u(k), а с выхода снимается значение инструмен-
тальной переменной x(k). 

Соответствующее выражение для оценок параметров модели (5) за-
пишем в виде: 
 

1T T .
−

 =  Z F Z yθ  (22) 
 

2.3.5. Рекуррентный метод инструментальной переменной  
 
Рекуррентный метод инструментальной переменной (рМИП) анало-

гичен по свойствам получаемых оценок МИП, однако он может быть ис-
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пользован для идентификации динамической системы в реальном масшта-
бе времени. 

Введем вектор-строку T
kz  — последнюю строку матрицы Z из (21). 

Тогда выражение (22) примет вид [1,2,4]: 

 

( )
( )

1T
1 1 1

1T T
1 1 1 1

T
1

?1 ( ),

1 ,

?( ) ( ) .

k k k k k k k

k k k k k k k k k

k kk

k

k y k

−
− − −

−

− − − −

−

 = + + ε


= − +


ε = −


P z f P z

P P P z f P z f P

f

θ θ

θ

 (23) 

Отметим, что начальные значения матрицы 
0NP и начальные оценки пара-

метров 0Nθ  можно получать по результатам первых N0 = (3n+2) опытов: 

 
( )0 0 0

0 0 0 0

1T

T

,

,

N N N

N N N N

− =

 =

P Z F

P Z yθ
 (24) 

где ( )
0

T
0( ), , ( )N y n y N=y …  — вектор значений выходного сигнала; 

0

0 0 0 0

( ) (0) ( 1) (0)

( ) ( ) ( 1) ( )
N

u n u y n y

u N u N n y N y N n

− 
 =  
 − − − 

F
… …
… …
… …

– матрица первых 

наблюдений; 
0

0 0 0 0

( ) (0) ( 1) (0)

( ) ( ) ( 1) ( )
N

u n u x n x

u N u N n x N x N n

− 
 =  
 − − − 

Z
… …
… …
… …

– мат-

рица инструментальной переменной; x(k) — выход некоторого фиксиро-
ванного фильтра [4]. Таким фильтром, например, может являться модель 
(5), в которой в качестве векторов параметров a  и b  выступают их МНК-
оценки, полученные по выражению (15); на вход подается входной сигнал 
u(k), а с выхода снимается значение инструментальной переменной x(k). 

 
2.3.6. Рекуррентный расширенный матричный метод 

 
Рекуррентный расширенный матричный метод (рРММ) — другая 

модификация МНК, в которой для получения несмещенных оценок при-
меняется операция расширения модели [1,2,4]. 

Расширим модель невязок следующим образом: 
 T T( ) ( ) ( ) ( )k k s k r k= ξ − − − + ξc dε ε , (25) 
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где ( ) ( )T T
1 1, , , , ,s rc c d d= =c d… …  — коэффициенты модели шума; s, r — 

порядки модели; ( )T
( ) ( 1), , ( ) ,k r k k r− = ε − ε −…ε ( )kε  — ошибки уравнения 

(невязки) модели (5); ( )T ( ) ( 1), , ( ) ,k s k k sξ − = ξ − ξ −… ( )kξ — «белый шум». 
Подставив (25) в (5) и перейдя к оценкам, получим: 

 T T?( ) ( ) , ( ) ( ) ,k kk y k k kε = − ξ = ε −h vθ λ  (26) 
где ( )T ( ), , ( ), ( 1), , ( )k u k u k n y k y k n= − − −h … …  — строка матрицы F из 

(5); T ( ( 1), , ( ), ( 1), , ( ))k k k s k k r= ξ − ξ − ε − ε −v … … ; ( )T T T
= −c dλ . 

На основании (26) соответствующие рекуррентные соотношения, за-
пишем аналогично (19), следующим образом: 

 
( )1T

1 11 1

1T T
1 1 1 1

1 ( ) ,

1 .

T
k k kk k k k k k

k k k k k k k k k

y k
−

− −− −

−

− − − −

  = − + − 

  = − + 

P f f P f f

P P P f f P f f P

θ θ θ
 (27) 

где ( ) ( )
T T T T T T; , ;k k k k= =f h vθ θ λ . 

Отметим, что для получения начальных значений матрицы 
0NP и 0Nθ , 

следует по результатам первых N0 опытов получить 1начθ  и 1начP  — МНК-
оценки параметров модели (5) по (15), а затем перейти к искомым величи-
нам:  

 ( ) 00

T T нач1
нач1, ,

T

NN
 

= =   
 

P 00 P
0 I

θ θ , (28) 

где ,0 0  — нулевые вектор и матрица соответствующей размерности, I  — 
единичная матрица соответствующей размерности. 

0Nξ = 
0Nε =0. 

 
2.3.7. Рекуррентный метод инструментальной переменной,  
комбинированный с расширенным матричным методом 

 
Простой МИП не предусматривает возможность оценивания пара-

метров шума, что ухудшает функционирование метода при условии дейст-
вия на объект выходной аддитивной помехи. Одним из способов устране-
ния этого недостатка является модификация МИП — метод инструмен-
тальной переменной, комбинированный с расширенным матричным мето-
дом. 

По аналогии с МИП и РММ, введем вектор инструментальной пере-
менной: 
 (T ( ), , ( ), ( 1), , ( ),k u N u N n x N x N n= − − −z … …  
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 )( 1), , ( ), ( 1), , ( ) ,N N s N N rξ − ξ − ε − ε −… …  (29) 

где  x(k) — выход некоторого фиксированного фильтра [1, 2, 4], см. (24). 
Рекуррентные соотношения (27) примут вид: 

 

( )
( )

1T
1 1 1

1T T
1 1 1 1

T
1

1 ( ),

1 ,

( ) ( ) .

k k k k k k k

k k k k k k k k k

k kk

k

k y k

−
− − −

−

− − − −

−

 = + + ε


= − +

ε = −


P z f P z

P P P z f P z f P

f

θ θ

θ

 (30) 

Начальные значения матриц 
0NP и 0Nθ  получаем по выражению (28). 

 
2.3. Статистический анализ результатов идентификации 

 
Статистический анализ результатов идентификации одномерных ли-

нейных стационарных динамических систем включает получение значений 
критериев качества [1–4] и проверку гипотез значимости полученных оце-
нок коэффициентов и адекватности построенной модели эксперименталь-
ным данным. 

 
2.3.1. Проверка адекватности 

 
Проверка гипотезы адекватности выбранной модели осуществляется 

по критерию Фишера (F-критерий): 

 ад
расч ,

y

S
F

S
=  (31) 

где Fрасч — расчетное значение критерия Фишера для выходной перемен-

ной системы; ( )2
ад мод

1

1 ( ) ( )
N

i
S y i y i

N m =

= −
− ∑ — дисперсия адекватности; 

N — число дискретных значений выходов модели; m — число значимых 
параметров модели; y(i) — реальное значение выхода объекта в момент 
времени i t∆ ; yмод(i) — значение выхода объекта в момент времени i t∆ , рас-

считанное по модели; ( )2

1

1 ( )
N

y
i

S y i y
N m =

= −
− ∑ — оценка дисперсии значе-

ний реального  выходного сигнала;
1

1 ( )
N

i
y y i

N =

= ∑ — выборочное среднее 

выходного сигнала. 
Модель считается адекватной экспериментальным данным, если вы-

полняется неравенство: 
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 расч табл ,F F< где Fтабл — табличное значение критерия Фишера при вы-
бранном уровне значимости и двух степенях свободы: числителя 

1 N mν = −  и знаменателя 2 1Nν = − . 
 

2.3.2. Проверка значимости коэффициентов 
 
Проверка значимости коэффициентов (не равенства их нулю) осуще-

ствляется по статистическому критерию Стьюдента (t-критерию): 

 расч ,
j

j

j
a

a
t

S
=  (32) 

где tj расч — расчетное значение критерия Стьюдента для оценки параметра 
выбранной модели , 1, ,ja j m= m — число оцениваемых коэффициентов 
модели;

jaS – оценка дисперсии параметра aj, определяемая, например, по 

матрице дисперсии-ковариации (16). 
Гипотезу о значимости оценки следует отвергнуть, если выполняется 

условие: 
расч табл ,jt t<  

где tтабл — табличное значение критерия Стьюдента при выбранном уровне 
значимости и числе степеней свободыv N m= − ; m — число оцениваемых 
коэффициентов модели. 

Незначимость оценки ja  означает, что соответствующий коэффици-
ент может быть исключен из рассматриваемой модели, так как гипотеза о 
том, что 0ja =  не отвергается. 

 
2.4. Взаимные преобразования моделей 

 
2.4.1. Преобразование разностного уравнения  
в дискретную модель пространства состояний 

 
Вид преобразования разностного уравнения, заданного моделью (3), 

в дискретную модель пространства состояний (7) осуществляется по вы-
ражениям [1–3]: 

1 1
1 0 1 1 0 0

1 1
2 0 2 2 0 0

1 1
1 0 1 1 0 0

1 1
0 0 0

1 0 0
0 1 0

, ,
0 0 1
0 0 0

n n n

n n n

a a b a a b
a a b a a b

a a b a a b
a a b a a b

− −

− −

− −
− − −

− −

   − −
   

− −   
   = =
   

− −   
   − −   

A b ( )T 1 1
0 0 0, , ,a d a b− −= =c 0  (33) 

где 0 — нулевая вектор-строка, размерностью 1x(n-1). 
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Отметим, что данное преобразование выполнимо только при ненуле-
вом значении коэффициента a0 модели (3). 

 
2.4.2. Преобразование дифференциального уравнения в непрерывную мо-
дель пространства состояний 

 
Преобразование дифференциального уравнения, заданного моделью 

(1), в непрерывную модель пространства состояний (6) осуществляется по 
выражениям [1-3]: 

1 1
1 1 1

1 1
2 2 2

1 1
1 1 1

1 1
0 0 0

1 0 0
0 1 0

, ,
0 0 1
0 0 0

n n n n n n

n n n n n n

n n n

n n n

a a b a a b
a a b a a b

a a b a a b
a a b a a b

− −
− − −

− −
− − −

− −

− −

   − −
   

− −   
   = =
   

− −   
   − −   

T g ( )T 1 1, , ,n n na k a b− −= =h 0 (34) 

где 0 — нулевая вектор-строка, размерностью 1×(n-1). 
Отметим, что данное преобразование выполнимо только при ненуле-

вом значении коэффициента an модели. 
 

2.4.3. Преобразование дискретной модели пространства состояний в 
разностное уравнение 

 
Преобразование дискретной модели пространства состояний (7) в 

разностное уравнение (3) осуществляется по выражениям [1–3, 8]: 
 *T *T( ) ( ),k k=a y b u  (35) 

где 
( )

*
TT 1

1
n −

 
 =
 − 

a
c A P

 и 
( )

*
TT 1n

d
−

 
 =
 − 

b
Pb c A P Q

 совпадают соответ-

ственно с векторами a  и b  разностного уравнения (5), 

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )
y k n u k n
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, 
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( ) ; ;
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  +   = =
  
    + −   

c
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y P
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T

T 2 T 3

0 0
0

;

n n

d
d

d− −

 
 
 =
 
 
 

c b
Q

c A b c A b

( )T ( ) ( ), ( 1), , ( 1)k u k u k u k n= + + −u … , – 

матричный оператор, который введем следующим образом [8]. 



Труды II научной конференции «Проектирование инженерных и научных приложений в среде MATLAB» 

 730

Пусть, M — матрица размерностью lxn, где l — число строк, n — 
число столбцов, тогда: 

{ } { }, ,

, ,

, 1, , 1, , , 1, , 1, ,

, 1, , 1, , 1.

i j i j

i j k j

m j n i l m j n i l

m m j n i l k m i

∀ = = = ∃ = = = =

= = = = − −

M M M
 

Отметим далее, что преобразование (35) возможно только при невы-
рожденной матрице P. Это означает, что данное преобразование возможно, 
если и только если линейная одномерная динамическая система (7) полно-
стью наблюдаема [3]. 

 
2.4.4. Преобразование непрерывной модели пространства состояний в  
дифференциальное уравнение 

 
Преобразование непрерывной модели пространства состояний (6) в 

дифференциальное уравнение (1) осуществляется по выражениям [1-3,8]: 
 *T *T( ) ( ),t t=a y b u  (36) 
где ( ) [ ]( )*T T 1 *T T T 1,1 ; ,n n k− −= − = −a h T P b Pg h T P Q  совпадают соответст-

венно с векторами a  и b  дифференциального уравнения (1), 
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dt d t
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u … . 

Преобразование (36) возможно только при невырожденной матрице 
P. Это означает, что данное преобразование возможно, если и только если 
линейная одномерная динамическая система (6) полностью наблюдаема 
[3]. 

 
2.4.5. Преобразование непрерывной модели пространства состояний в 
дискретную модель пространства состояний 

 
Преобразование непрерывной модели пространства состояний (6) в 

дискретную модель пространства состояний (7) осуществим в соответст-
вии с [3]: 
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 T T

0 0
, , , .

! ( 1)!

k k k k
t

k k

t te t d k
k k

∞ ∞
∆

= =

∆ ∆
= = = ∆ = =

+∑ ∑T T TA b g c h  (37) 

 
2.4.6. Преобразование дискретной модели пространства состояний в 
непрерывную модель пространства состояний 

 
Преобразование дискретной модели пространства состояний (7) в 

непрерывную модель пространства состояний (6) осуществим в соответст-
вии с [3]: 
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1
T T
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1 1ln ( 1) ,

, ,

1 ( 1) ,
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k
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h c
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g b

 (38) 

где I — единичная матрица размерности n×n. 
Недостатком выражения (38) является его медленная сходимость, по 

сравнению с (37), поэтому предпочтительнее использовать рекуррентную 
формулу Ньютона 
 1 ,i

i i e−
+ = − + XX X I A  (39) 

где 1,i i+X X  — значение ln A на (i+1)-ом и i-ом шаге соответственно; I — 

единичная матрица размерности n×n; [ ]
0 !

i

k
i

k
e

k

∞
−

=

−
= ∑X X

; 

0 1; ,= = −X 0 X A I 0 — нулевая матрица размерности n×n. 
 

2.4.7. Преобразование разностного уравнения в дискретную  
передаточную функцию 

 
При выполнении ряда условий [1], в том числе при нулевых началь-

ных условиях, дискретная передаточная функция (9) примет вид: 
1

0 1
1

0 1

( )
n

n
n

n

b b z b zw z
a a z a z

− −

− −

+ + +
=

+ + +
…
…

, 

коэффициенты которой численно равны соответствующим коэффициентам 
модели (3). 
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2.4.8. Преобразование дифференциального уравнения  
в непрерывную передаточную функцию 

 
При выполнении ряда условий [1], в том числе при нулевых началь-

ных условиях, непрерывная передаточная функция (8) примет вид 
0 1

0 1

( )
n

n
n

n

b b s b sw s
a a s a s

+ + +
=

+ + +
…
…

, 

коэффициенты которой численно равны соответствующим коэффициентам 
из (1). 

 
3. Идентификация линейных нестационарных динамических систем 

 
Сущность первого рассмотренного в работе подхода заключается в 

том, что выбирается временной интервал T∆ , на котором принимается 
предположение о том, что идентифицируемый объект не изменяет свои 
динамические свойства, и осуществляется структурная и параметрическая 
идентификация объекта по стационарной модели (5). Полученные оценки 
принимаются в качестве оценок порядка нестационарного разностного 
уравнения, соответствующих данному временному интервалу.  

Затем осуществляется переход к следующему временному интерва-
лу, и вычисляются оценки порядка стационарной на данном интервале мо-
дели. Процесс повторяют на всем времени наблюдения объекта. 

Другой подход реализуют рекуррентные методы идентификации, ко-
торые позволяют находить в реальном времени оценки коэффициентов 
стационарной модели в конце временного интервала. При надлежащем вы-
боре ширины временного окна такие оценки будут близки к значениям ко-
эффициентов нестационарной модели в конце данного временного интер-
вала. 

 
4. Маскирование коэффициентов моделей динамических систем 

 
Если известно, что все компоненты исследуемой системы функцио-

нируют в непрерывном времени, то коэффициент b0 разностного уравне-
ния (3) следует принять равным нулю [3]. Такое решение повлечет за со-
бой изменения в алгоритмах и методах, рассмотренных выше. Опишем 
кратко такие изменения: 

а) уменьшится на единицу размерность векторов оцениваемых пара-
метров модели, включавших коэффициент b0 — данный коэффициент будет 
исключен из них; 

б) изменится размерность матриц F из (14)–(16), (20)–(22), (24) и Z 
из (21), (22), (24) и векторов zk (22) и fk (18), (23):  крайний левый столбец 
(элемент) будет удален; 
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в) изменится размерность матриц P из (14)–(16), (20)–(22), (24): 
столбец и строка, соответствующие исключаемому коэффициенту будут 
удалены; 

г) уменьшится на единицу число опытов, необходимых для начала 
процедур рекуррентного оценивания параметров разностного уравнения.  

Обобщив данные изменения, введем понятие маскирования как про-
цедуры исключения из модели произвольных незначимых коэффициентов 
до начала и в процессе процедуры идентификации. Это позволит учиты-
вать априорную незначимость ряда коэффициентов модели. 

Опишем, какие изменения произойдут при исключении из модели (5) 
произвольного коэффициента: 

а) уменьшится на единицу размерность векторов оцениваемых пара-
метров θ  модели (5), включавших исключаемый коэффициент — данный 
коэффициент будет исключен из них; 

б) изменится размерность матриц F из (14)–(16), (20)–(22), (24) и Z 
из (21), (22), (24) и векторов zk (22) и fk (18), (23): столбец (элемент), соот-
ветствующий исключаемому коэффициенту будет удален; 

в) изменится размерность матриц P из (14)–(16), (20)–(22), (24): 
столбец и строка, соответствующие исключаемому коэффициенту будут 
удалены; 

г) уменьшится на единицу число опытов, необходимых для начала 
процедур рекуррентного оценивания параметров разностного уравне-
ния (3). 

Аналогичную процедуру нужно выполнить для маскирования коэф-
фициентов расширенных моделей (3), (17) и (3), (25). 

Для разностного уравнения (3) введем матрицу-маску mask размер-
ности 2×n. Первый ее столбец содержит значения порядков левой g и пра-
вой p частей разностного уравнения (3) (в частном случае они могут быть 
равны: g=p=n). Значение каждого другого элемента матрицы mask, равное 
нулю показывает, что соответствующий коэффициент разностного уравне-
ния (3) будет исключен из модели до начала и в процессе процедуры иден-
тификации. Значение того же элемента матрицы mask, равное 1 показыва-
ет, что будут находиться оценки соответствующего коэффициента разно-
стного уравнения.  

В табл. 1 показана структура матрицы маски mask, дополненной для 
описания маскирования расширенных моделей, используемых в ряде рас-
смотренных методов параметрической идентификации. 
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Таблица 1.  
Матрица-маска коэффициентов модели. 

Индекс 
элемента 

Область 
допусти-
мых значе-

ний 

Описание 

(1,1) 
целое, 

0 p g≤ ≤  
g — порядок левой части разностного уравнения (3) (знаменателя 
передаточной функции).  

(2,1)-
(g+2,1) 

только 1 
или 0 

Маска коэффициентов левой части разностного уравнения: если 
коэффициент данной маски равен 1, то соответствующий ему ко-
эффициент левой части разностного уравнения оцениваенся, 
иначе (равен 0) — соответствующий коэффициент не оценивает-
ся и признается априори равным нулю. Элемент (2,1) соответст-
вует коэффициенту 0α  модели (3), элемент (3,1) — коэффициен-
ту 1α  и т. п. до коэффициента gα , Коэффициент 0α всегда прини-
мается априори равным 1, не зависимо от значения элемента 
(2,1). 

(1,2) 
целое,

0 p g≤ ≤  
p — порядок правой части разностного уравнения (3) (числителя 
передаточной функции системы). 

(2,2)-
(p+2,2) 

только 1 
или 0 

Маска коэффициентов правой части разностного уравнения: если 
коэффициент данной маски равен 1, то соответствующий ему ко-
эффициент правой части разностного уравнения оцениваенся, 
иначе (равен 0) — соответствующий коэффициент не оценивает-
ся и признается априори равным нулю. Элемент (2,2) соответст-
вует коэффициенту 0β  модели (3), элемент (3,2) — коэффициен-
ту 1β  и т. п. до коэффициента pβ . 

(1,3) целое, 0r ≥  r — порядок знаменателя передаточной функции модели шума 
см. (17) из [1] 

(2,3)-
(r+2,3) 

только 1 
или 0 

Маска коэффициентов знаменателя передаточной функции моде-
ли шума: если коэффициент данной маски равен 1, то соответст-
вующий ему коэффициент модели шума используется при 
фильтрации во внутреннем цикле ОМНК, иначе (равен 0) — со-
ответствующий коэффициент не используется (признается ап-
риори равным нулю). Элемент (2,3) соответствует коэффициен-
ту 0d  модели (17), элемент (3,3) — коэффициенту 1d  и т. п. до ко-
эффициента rd . Коэффициент 0d всегда принимается априори 
равным 1, не зависимо от значения элемента (2,3). 

(1,4) 
целое,

0 ss r≤ ≤  
rs — порядок знаменателя передаточной функции модели шума
(25) 

(2,4)-
(s+2,4) 

только 1 
или 0 

Маска коэффициентов знаменателя передаточной функции моде-
ли шума: если коэффициент данной маски равен 1, то соответст-
вующий ему коэффициент  модели шума оценивается, иначе (ра-
вен 0) — соответствующий коэффициент не оценивается и при-
знается априори равным нулю. Элемент (2,4) соответствует ко-
эффициенту 0d  модели (25), элемент (3,4) — коэффициенту 1d  и 
т. п. до коэффициента sd . Коэффициент 0d всегда принимается 
априори равным 1, не зависимо от значения элемента (2,4). 
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Индекс 
элемента 

Область 
допусти-
мых значе-

ний 

Описание 

(1,5) 
целое,

0 ss r≤ ≤  s — порядок числителя передаточной функции модели шума (25) 

(2,5)-
(s+2,5) 

только 1 
или 0 

Маска коэффициентов числителя передаточной функции модели
шума: если коэффициент данной маски равен 1, то соответствую-
щий ему коэффициент  модели шума оценивается, иначе (равен
0) — соответствующий коэффициент не оценивается и признается
априори равным нулю. Элемент (2,5) соответствует коэффициен-
ту 0c  модели (25), элемент (3,5) — коэффициенту 1c  и т. п. до ко-
эффициента sc .  

Примечание: значение не указанных в табл.1 элементов матрицы-маски игнорируется 
(может быть любым). 
 
5. Описание функций пакета программ 

 
5.1. Определение порядка разностного уравнения 

 
В пакете программ реализованы две функции для определения по-

рядка разностного уравнения (3): StructMetodsV1 — по функции потерь 
(11) и StructMetodsMoments — по матрице моментов (12)–(13).  

Также реализована функция StructIdentify, которая оценивает поря-
док разностного уравнения по интервалам стационарности нестационарной 
динамической системы [1,2] и использует для этого одну из функций 
StructMetodsV1 или StructMetodsMoments. 

 
5.1.1. StructMetodsV1 

 
Варианты вызова:  

[V1, returnflag, order] = StructMetodsV1(U, Y, MaxG, showFlag, outType) 
[V1, returnflag] = StructMetodsV1(U, Y, MaxG, showFlag) 
[V1, returnflag] = StructMetodsV1(U, Y, MaxG) 
[V1] = StructMetodsV1(U, Y, MaxG) 

Описание:  
Осуществляет структурную идентификацию по функции потерь (11) 

для разностного уравнения (3). 
Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигналаu , размерностью 1×N: 

( ) ( ) ( )( 0 , , , ( 1) )Tu u u T u N T= ∆ − ∆… , 
где N — число измерений. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N: 

( ) ( ) ( )( 0 , , , ( 1) )Ty y y T y N T= ∆ − ∆… . 
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MaxG — скаляр — максимальный рассматриваемый порядок систе-
мы. 

showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает результат 
идентификации в виде графика, если showFlag=0 (или при вызове по умол-
чанию — варианты 3 и 4) — не отображает и не выводит сообщений на эк-
ран. 

outType — скаляр — тип выводимых значений: если outType=0 или 
не указан, то выводятся значения функции потерь, если outType=1, то вы-
водятся десятичные логарифмы функции потерь. 

Выходные данные: 
V1 — если outType не указан при вызове или outType=0, то V1= 1

TV – 
вектор-строка значений функции потерь (11) для различных порядков сис-
темы, размерностью MaxG x 1:  

( )1 1 1 1(1), (2), , ( )TV V V V MaxG= … . 
При варианте вызова 1 при outType=1: V1= 10 1log TV . 
При варианте вызова 1 order  значение выбранной оценки порядка 

системы. 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: StructMetodsV1.dll;  библиотеки CID.dll, 
MatrixM.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[0.340;0.344;0.350;0.351;0.351;0.354;0.362;0.363;0.368;0.366]; 
Y=[0.432;0.410;0.371;0.357;0.345;0.383;0.424;0.399;0.354;0.325]; 
[V1, fl] = StructMetodsV1(U,Y,3) 
V1 = 0.00066002  0.00026373  2.7964e-005 
fl = 1 
 
5.1.2 StructMetodsMoments 

 
Варианты вызова:  

[rdQ, returnflag, order] = StructMetodsMoments(U, Y, MaxG, showFlag, outType) 
[rdQ, returnflag] = StructMetodsMoments(U, Y, MaxG, showFlag)  
[rdQ, returnflag] = StructMetodsMoments(U, Y, MaxG) 
[rdQ] = StructMetodsMoments(U, Y, MaxG) 

Описание:  
Осуществляет структурную идентификацию по матрице моментов 

(12)–(13) для разностного уравнения (3). 
Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигналаu , размерностью 1×N. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N. 
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MaxG — скаляр — максимальный рассматриваемый порядок систе-
мы. 

showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает результат 
идентификации в виде графика, если showFlag=0 (или при вызове по умол-
чанию — варианты 3 и 4) — не отображает и не выводит сообщений на эк-
ран. 

outType — скаляр — тип выводимых значений: если outType=0 или 
не указан, то выводятся значения функции потерь, если outType=1, то вы-
водятся десятичные логарифмы функции потерь. 

Выходные данные: 
rdQ — если outType не указан при вызове или outType=0, то 

rdQ= T
qd  — вектор-строка относительных определителей (13) системы, раз-

мерностью MaxG x 1: 
( )det ( , ,1), det ( , ,2), , det ( , , )T

qd rel Q u y rel Q u y rel Q u y MaxG= … , 

При варианте вызова 1 при outType=1: rdQ = 10log T
qd . 

При варианте вызова 1 order  значение выбранной оценки порядка 
системы. 

returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: StructMetodsMoments.dll;  библиотеки 
CID.dll, Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[0.340;0.344;0.350;0.351;0.351;0.354;0.362;0.363;0.368;0.366]; 
Y=[0.432;0.410;0.371;0.357;0.345;0.383;0.424;0.399;0.354;0.325]; 
[reldetQ, fl] = StructMetodsMoments(U,Y,4) 
reldetQ = 0.0085789 1.2796e-009 9.4988e-018  -3.2156e-047 
fl = 1 

 
5.1.3. StructIdentify 

 
Варианты вызова:  

[vals, Orders, returnflag]=StructIdentify (U, Y, MaxG, logFlag, wTime, shift, MetNum) 
[vals, Orders]=StructIdentify (U, Y, MaxG, logFlag, wTime, shift, MetNum)  

Описание:  
Осуществляет структурную идентификацию одним из методов 

StructMetodsMoments или StructMetodsV1 по временным окнам для ста-
ционарного разностного уравнения (3). 

Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигналаu , размерностью 1xN. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1xN. 
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MaxG — скаляр — максимальный рассматриваемый порядок систе-
мы. 

logFlag — скаляр. Если logFlag =0, то в качестве результатов иден-
тификации выводятся значения определителей матрицы моментов (или 
функции потерь), а если logFlag =1– выводятся значения десятичных лога-
рифмов определителей матрицы моментов (или значений функции потерь). 

wTime — ширина временного окна в тактах (1 такт = t∆  с), 
shift — величина приращения при сдвиге границ временного окна, в 

тактах, 
MetNum — код используемого метода структурной идентификации, 

возможные значения: 
1 — по функции потерь (см. StructMetodsV1); 
2 — по матрице моментов (см. StructMetodsMoments). 
Выходные данные: 
vals — матрица настройки значений функции потерь (определителей 

матрицы моментов) или их логарифмы. 
Orders — вектор настройки выбранных на каждом окне значений по-

рядков модели. 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: StructIdentify.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
% StructMetodsV1: 
[vals, Orders, fl ]= StructIdentify (U, Y, 4, 1, 400, 40, 1); 
fl =1 
% StructMetodsMoments: 
[vals, Orders, fl ]= StructIdentify (U, Y, 4, 1, 400, 40, 2); 
fl =1 
 
5.2. Определение оценок коэффициентов разностного уравнения 

 
В пакете программ реализованы семь функций для определения оце-

нок коэффициентов разностного уравнения: MetodLSQ — МНК (15)–(16), 
MetodGLSQ — ОМНК (алгоритм А),  MetodLSQOnline — рМНК (19)–(20), 
MetodIV — МИП (21)–(22), MetodIVOnline — рМИП (23)–(24), MetodEM-
MOnline — рРММ (26)–(28) и MetodIVEMMOnline — комбинированный 
рРММ и рМИП (30) .  

Также реализована функция ParamIdentify, которая оценивает коэф-
фициенты модели разностного уравнения по интервалам стационарности 
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нестационарной динамической системы [1,2] и использует для этого одну 
из вышеперечисленных функций. 

 
5.2.1. MetodLSQ 

 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, Cov, returnflag] = MetodLSQ(U, Y, mask, showFlag) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, returnflag] = MetodLSQ(U, Y, mask) 
[alfa, beta, e, estC, Cov] = MetodLSQ(U, Y, mask) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) методом наименьших квадратов (15–16). 
Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 

значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1xN. 
Y — вектор значений выходного сигналаy , размерностью 1xN. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые две строки матрицы из табл. 1), в т.ч.: 
g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-

мы, 
p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции систе-

мы, 0 p g≤ ≤ . 
showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 

окнах результаты идентификации, иначе (или при вызове по умолчанию — 
варианты 2 и 3) — не отображает и не выводит сообщений на экран. 

Выходные данные: 
alfa — вектор α  — оценок параметров модели (3), размерностью 

1x(g+1), 
 beta — вектор β  — оценок параметров модели (3), размерностью  

1x(g+1), если p<g, то в конец добавлены нули, 
e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1xN до-

бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 
 estC — вектор полученных оценок θ  коэффициентов модели (5), 

полученный по (15) из [1], размерность может быть меньше, чем g+p+1, в 
зависимости от маски mask. 

Cov — матрица дисперсии-ковариации оценок cov( )θ  (16), в кото-
рую включены оценки дисперсии и ковариации только тех коэффициентов, 
которые составляют вектор estC. 
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returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodLSQ.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[0.340;0.344;0.350;0.351;0.351;0.354;0.362;0.363;0.368;0.366]; 
Y=[0.432;0.410;0.371;0.357;0.345;0.383;0.424;0.399;0.354;0.325]; 
mask=[1 1 1;1 0 1]; 
[alfa,beta,e,estC,Cov,fl]=MetodLSQ(U,Y,mask,0) 
alfa = 
    1.0000 
   -0.6782 
beta = 
         0 
    0.3170 
e = 
         0 
    0.0092 
   -0.0161 
   -0.0056 
   -0.0084 
    0.0378 
    0.0520 
   -0.0033 
   -0.0317 
   -0.0317 
estC = 
    0.3170 
    0.6782 
Cov = 
    0.0769   -0.0700 
   -0.0700    0.0642 
fl = 1 
 

 
5.2.2. MetodGLSQ 

 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, Cov, resPars, returnflag, SetsPar] = MetodGLSQ(U, Y, mask,  Max-
Iter, eps, showFlag) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, resPars, returnflag ] = MetodGLSQ(U, Y, mask, MaxIter, eps) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, resPars ] = MetodGLSQ(U, Y, mask, MaxIter, eps) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) обобщенным методом наименьших квадратов (по алгоритму А). 
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Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 
значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Цикл ОМНК-оценивания заканчивается, когда значение каждого 
элемента вектора 1i i−−θ θ  становится меньше eps или выполняется усло-

вие i >MaxIter. 
Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1xN. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1xN. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые три строки матрицы из табл. 1), в т.ч.: 
g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-

мы, 
p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
r= mask.(1,3) — порядок знаменателя передаточной функции модели 

шума см. (3.10) из [1],0 , 0p g r≤ ≤ > . 
MaxIter — наибольшее число выполнения внутреннего цикла фильт-

рации-оценивания: i > MaxIter, где i — текущее количество итераций в 
цикле — второе условие завершения оценивания-фильтрации. MaxIter > 2. 

eps — пороговая величина критерия завершения вычислений 
1i i eps−− <θ θ . 

showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 
окнах результаты идентификации, иначе (или при вызове по умолчанию — 
варианты 2 и 3) — не отображает и не выводит сообщений на экран. 

Выходные данные: 
alfa — вектор α  — оценок параметров модели (3), размерностью 

1x(g+1), 
 beta — вектор β  — оценок параметров модели (3), размерностью  

1x(g+1),если p<g, то в конец добавлены нули, 
e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1xN до-

бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 
 estC — вектор полученных оценок θ  коэффициентов модели (5), 

полученный по алгоритму А, размерность может быть меньше, чем g+p+1, 
в зависимости от маски mask. 

Cov — матрица дисперсии-ковариации оценок cov( )θ  (16), в которую 
включены оценки дисперсии и ковариации только тех коэффициентов, ко-
торые составляют вектор estC. 

resPars — матрица выходных параметров поцедуры ОМНК оценива-
ния: 
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resPars.(1,1) 1 — в случае успешного завершения по условию 
1i i eps−− <θ θ ,  

resPars.(1,1) 0 — если завершение процедуры оценивания про-
изошло по условию i > MaxIter, 

resPars.(2,1) i  — число произведенных итераций в цикле. 
resPars.(1,2)-resPars.(x,2) — элементы последней вектор-строки 

1i i−−
T

θ θ , x=размерность вектора θ . 

returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodGLSQ.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[0.340;0.344;0.350;0.351;0.351;0.354;0.362;0.363;0.368;0.366]; 
Y=[0.432;0.410;0.371;0.357;0.345;0.383;0.424;0.399;0.354;0.325]; 
mask=[1 1 1 ;1 0 1;1 0 1 ]; 
[alfa,beta,e,estC,Cov,EndPars,fl]=MetodGLSQ(U,Y,mask,100,1e-6,0) 
alfa = 
    1.0000 
   -2.2930 
beta = 
         0 
   -1.3729 
e = 
         0 
   -0.0070 
    0.0857 
   -0.0435 
    0.0063 
    0.0552 
    0.0495 
   -0.0374 
   -0.0577 
   -0.0211 
estC = 
   -1.3729 
    2.2930 
Cov = 
    0.2561   -0.2345 
   -0.2345    0.2153 
EndPars = 
    1.0000        67.0000 
   -8.4771e-007    7.8944e-007 
fl = 1 
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5.2.3. MetodLSQOnline 
 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, P, Cov, returnflag, SetPars]=MetodLSQOnline(U, Y, mask, show-
Flag, initС, initP) 
[alfa, beta, e, estC, P, Cov, returnflag] = MetodLSQOnline (U, Y, mask, showFlag, initС, 
initP) 
[alfa, beta, e, estC, P, Cov] = MetodLSQOnline (U, Y, mask, showFlag) 
[alfa, beta, e, estC, P, Cov] = MetodLSQOnline (U, Y, mask) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) рекуррентным методом наименьших квадратов (18)–(20). 
Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 

значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1×N. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые две строки матрицы из табл. 1), в т. ч.: 
g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-

мы, 
p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
0 p g≤ ≤ . 
Если initC — пустая матрица (или не указана в параметрах вызова — 

варианты 3 и 4), то начθ  по формуле (19), иначе нач =θ  initC; 
Если initP — пустая матрица (или не указана в параметрах вызова — 

варианты 2-4), то начP  по формуле (19), иначе начP = initP. 
showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 

окнах результаты идентификации, иначе (или при вызове по умолчанию — 
варианты 2 и 3) — не отображает и не выводит сообщений на экран. 

Выходные данные: 
alfa — вектор α  — оценок параметров модели (3), размерностью 

1x(g+1), 
 beta — вектор β  — оценок параметров модели (3), размерностью  

1x(g+1),если p<g, то в конец добавлены нули, 
e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1xN до-

бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 
 estC — вектор полученных оценок θ  коэффициентов модели (5), 

полученный по алгоритму А, размерность может быть меньше, чем g+p+1, 
в зависимости от маски mask. 

P — матрица NP  (19), 
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Cov — матрица
T

cov( )
/ 2

N N N
=

e ePθ , где размерность e  равна N/2 (N/2 

последних значений невязок), 
SetPars — матрица настройки параметров — элементов вектора 

, 0,i i N=θ . 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodLSQOnline.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1]; 
[alfa,beta,e,estC,P,Cov,fl]= MetodLSQOnline(U,Y,mask); 
alfa = 
    1.0000 
   -0.7102 
beta =   0 
    0.2797 
e = [0;0;0;-0.0117;-0.0003;-0.0063;-0.0096;…];%matrix:10000x1 
estC = 
    0.2797 
    0.7102 
P = 3.0292e-004   -1.2795e-006 
   -1.2795e-006    1.9025e-003 
Cov = 
    2.0106e-008   -8.4927e-011 
   -8.4927e-011    1.2628e-007 
fl = 1 
 
5.2.4. MetodIV 

 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, returnflag] = MetodIV(U, Y, mask, MaxIter, eps, showFlag) 
[alfa, beta, e, estC, returnflag] = MetodIV(U, Y, mask, initType, initF, showFlag)  
[alfa, beta, e, estC, returnflag] = MetodIV(U, Y, mask, initType, initF) 
[alfa, beta, e, estC] = MetodIV(U, Y, mask, MaxIter, eps) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) методом инструментальной переменной (21)-(22). 
Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 

значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Для задания значений инструментальной переменной использует 
оценки параметров модели или ее непосредственные значения. 
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Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1×N. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые две строки матрицы из табл. 1 или три строки вызове 
MetodGLSQ), в т. ч.: 

g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-
мы, 

p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
r= mask.(1,3) — порядок знаменателя передаточной функции модели 

шума (17) (вся третья строка только при вызове ОМНК, см. MetodGLSQ, 
если при вызове указаны скаляры MaxIter и eps), 0 , 0p g r≤ ≤ > . 

Если initType-скаляр и initF-матрица(вектор) не указаны, а указаны 
скаляры MaxIter и eps, то получает оценки параметров фильтра предвари-
тельным вызовом метода ОМНК (MetodGLSQ) со структурой модели, ка-
кая прописана в 1-3 строках mask.  

Иначе если указан initType=1, то initF — матрица параметров линей-
ного динамического фильтра, выход которого используется в качестве ин-
струментальной переменной, структура которой приведена в табл. 2. 

 
Таблица 2.  

Матрица описания разностного уравнения. 

Индекс 
элемента 

Область до-
пустимых 
значений 

Описание 

(1,1) 0,g g≥ ∈  
g — порядок левой части разностного уравнения (3) (знамена-
теля передаточной функции). Рассматривается измененная мо-
дель (3): порядки левой части g и правой p могут быть различ-
ны. 

(2,1)-
(g+2,1)  

Значения коэффициентов левой части разностного уравнения.
Элемент (2,1) равен коэффициенту 0α  модели (3), элемент
(3,1) — коэффициенту 1α  и т. п. до коэффициента gα . 

(1,2) 
0 ; ,p g p g≤ ≤ ∈

 
p — порядок правой части разностного уравнения модели (3)  
(числителя передаточной функции системы) 

(2,2)-
(p+2,2)  

Значения коэффициентов правой части разностного уравнения. 
Элемент (2,2) равен коэффициенту 0β  модели (3), элемент 
(3,2) — коэффициенту 1β  и т. п. до коэффициента pβ . 

 
Если initType=1, то initF — вектор значений инструментальной пе-

ременной, размерностью 1xN. 
showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 

окнах результаты идентификации, иначе (или при вызове по умолчанию — 
варианты 3 и 4) — не отображает и не выводит сообщений на экран. 

Выходные данные: 
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alfa — вектор α  — оценок параметров модели (3), размерностью 
1x(g+1), 

 beta — вектор β  — оценок параметров модели (3), размерностью  
1x(g+1), если p<g, то в конец добавлены нули, 

e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1xN до-
бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 

 estC — вектор полученных оценок θ  коэффициентов модели (5), 
полученный по (22), размерность может быть меньше, чем g+p+1, в зави-
симости от маски mask. 

returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodIV.dll;  библиотеки CID.dll, Matrix.dll 
и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1;1 1 1]; 
[alfa, beta, e, estC, fl]= MetodIV(U, Y, mask, 40, 1e-6) 
alfa = 
       1.0000 
      -0.7102 
beta =      0 
       0.2797 
e = [0;0.0004;-0.0095;-0.0088;0.0059;…]   %matrix: 10000x1 
estC = 
    0.2797 
    0.7102 
fl = 1 
 
5.2.5. MetodIVOnline 

 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag, SetPars] = MetodIVOnline (U, Y, mask, show-
Flag, initType, initF, initC, initP)  
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVOnline (U, Y, mask, showFlag, init-
Type, initF, initC, initP) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVOnline (U, Y, mask, showFlag, Max-
Iter, eps, initC, initP) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVOnline (U, Y, mask, showFlag, init-
Type, initF) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVOnline (U, Y, mask, showFlag, Max-
Iter, eps) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P] = MetodIVOnline (U, Y, mask, showFlag, MaxIter, eps) 

Описание:  
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Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-
нения (3) рекуррентным методом инструментальной переменной (23)–(24). 

Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 
значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1×N. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые две строки матрицы из табл. 1 или три строки указаны скаляры 
MaxIter и eps), в т.ч.: 

g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-
мы, 

p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
r=mask.(1,3) — порядок знаменателя передаточной функции модели 

шума (17) (вся третья строка только при вызове ОМНК, см. MetodGLSQ, 
если при вызове указаны скаляры MaxIter и eps),0 , 0p g r≤ ≤ > . 

Для задания значений инструментальной переменной использует 
оценки параметров модели: 

Если initType-скаляр и initF-матрица (вектор) не указаны, а указаны 
скаляры MaxIter и eps, то получает оценки параметров фильтра предвари-
тельным вызовом метода ОМНК (MetodGLSQ) со структурой модели, ка-
кая прописана в 1-3 строках mask.  

Иначе если указан initType=1, то initF–матрица параметров линейно-
го динамического фильтра, выход которого используется в качестве инст-
рументальной переменной, структуру которой см. в табл. 2. 

Если initType=1, то initF — вектор значений инструментальной пе-
ременной, размерностью 1×N. 

Начальные оценки процедуры параметрического оценивания: 
Если initC и  initP — не указаны в параметрах вызова (варианты 4-6), 

то начθ  и начP по формуле (24), иначе начθ = initC; начP = initP. 
Если указана матрица SetPars, то составляет матрицу настройки па-

раметров — элементов вектора Nθ  и выводит ее в SetPars, иначе — не со-
ставляет и не выводит. 

showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 
окнах результаты идентификации, иначе — не отображает и не выводит 
сообщений на экран. 

Выходные данные: 
alfa — вектор α  — оценок параметров модели (3), размерностью 

1×(g+1), 
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 beta — вектор β  — оценок параметров модели (3), размерностью  
1×(g+1),если p<g, то в конец добавлены нули, 

e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1xN до-
бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 

 estC — вектор полученных оценок θ  коэффициентов модели (5), 
полученный по (23), размерность может быть меньше, чем g+p+1, в зави-
симости от маски mask. 

P — матрица NP  (23), 

Cov — матрица
T

cov( )
/ 2

N N N
=

e ePθ , где размерность e  равна N/2 (N/2 

последних значений невязок), 
SetPars — матрица настройки параметров — элементов вектора 

, 0,i i N=θ . 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodIVOnline.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1;1 1 1]; 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, fl] = MetodIVOnline (U, Y, mask, 0, 40, 1e-6) 
alfa = 
        1.0000 
       -0.7102 
beta =       0 
        0.2797 
e = [0;0;0;-0.0117;-0.0002; -0.0063;-0.0097;…];%matrix: 10000x1 
estC = 
    0.2797 
    0.7102 
Cov =1.0e-006 * 
    0.0403   -0.0002 
   -0.1002    0.3575 
P = 0.00030343   -1.8108e-006 
   -0.00075452    0.0026924 
fl = 1 
 
5.2.6. MetodEMMOnline 

 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, Cov,P,returnflag, SetPars] = MetodEMMOnline (U,Y, mask, show-
Flag, initC, initP, initKsi, initEps) 
[alfa, beta, e, estC, Cov,P,returnflag] = MetodEMMOnline (U,Y, mask, showFlag, initC, 
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initP, initKsi, initEps) 
[alfa, beta, e, estC, Cov,P,returnflag,SetPars] = MetodEMMOnline (U,Y, mask, show-
Flag) 
[alfa, beta, e, estC, Cov,P,returnflag] = MetodEMMOnline (U,Y, mask, showFlag)  
[alfa, beta, e, estC, Cov,P]=MetodEMMOnline (U,Y, mask) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) рекуррентным  расширенным матричным методом (25)–(28). 
Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 

значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие па-
раметры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1×N. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые две строки и 4–5 строки матрицы из табл. 1), в т. ч.: 
g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-

мы, 
p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
rs=mask.(1,4) — порядок знаменателя передаточной функции модели 

шума (25), 
s=mask.(1,5) — порядок числителя передаточной функции модели 

шума (25), 0 ,0 sp g s r≤ ≤ ≤ ≤ . 
Принимает следующие начальные параметры процедуры рекуррент-

ного оценивания: 
Если не указаны матрицы initC, initP, initKsi, initEps, то 

0NP и 0Nθ  
определяются по (28). 

Если initC, initP, initKsi, initEps указаны при вызове, то: 0Nθ =initC, 

0NP = initP, max{ , } 1нач sN g r= + , и элементы вектора kv  из (26)-(27): 

( )T(0), , ( 1)нач начN= ξ ξ −…ξ = initKsi, 

( )T(0), , ( 1)нач начN= ε ε −…ε = initEps. 
Если указана матрица SetPars, то составляет матрицу настройки па-

раметров — элементов вектора kθ  и выводит ее в SetPars, иначе — не со-
ставляет и не выводит. 

showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 
окнах результаты идентификации, иначе — не отображает и не выводит 
сообщений на экран. 

Выходные данные: 
alfa — вектор α  — оценок параметров модели (3), размерностью 

1x(g+1), 
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 beta — вектор β  — оценок параметров модели (3), размерностью  
1x(g+1),если p<g, то в конец добавлены нули, 

e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1×N до-
бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 

 estC — вектор полученных оценок kθ  коэффициентов модели (5), 
полученный по (27), размерность может быть меньше, чем g+p+1, в зави-
симости от маски mask. 

Cov — матрица
T

cov( )
/ 2

N N N
=

e ePθ , где размерность e  равна N/2 (N/2 

последних значений невязок), 
P — матрица NP  (27), 
SetPars — матрица настройки параметров — элементов вектора 

, 0,i i N=θ . 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodEMMOnline.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1;0 0 0;1 1 1;1 0 1]; 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, fl] = MetodEMMOnline (U,Y,mask,1) 
alfa = 1.0000 
      -0.7107 
beta =      0 
       0.2794 
e = [0;0;;0;0.1029;-0.0727;0.0402;-0.0884;…];  %matrix: 10000x1 
estC = 
    0.2794 
    0.7107 
    0.5191 
    0.1159 
Cov = 1.0e-004 * 
    0.0004   -0.0000   -0.0003   -0.0001 
   -0.0000    0.0025    0.0006   -0.0016 
   -0.0003    0.0006    0.5202    0.1154 
   -0.0001   -0.0016    0.1154    0.5865 
P = 0.0003   -0.0000   -0.0003   -0.0001 
   -0.0000    0.0019    0.0004   -0.0012 
   -0.0003    0.0004    0.3916    0.0869 
   -0.0001   -0.0012    0.0869    0.4415 
fl = 1 
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5.2.7. MetodIVEMMOnline 
 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag, SetPars] = MetodIVEMMOnline (U, Y, mask, 
showFlag, initType, initF, initC, initP,initKsi, initEps) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVEMMOnline (U, Y, mask, showFlag, 
initType, initF, initC, initP, initKsi, initEps)  
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVEMMOnline (U, Y, mask, showFlag, 
MaxIter, eps, initC, initP, initKsi, initEps)  
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag, SetPars] = MetodIVEMMOnline (U, Y, mask, 
showFlag, MaxIter, eps, initC, initP, initKsi, initEps)  
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVEMMOnline (U, Y, mask, showFlag, 
initType, initF) 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, returnflag] = MetodIVEMMOnline (U, Y, mask, showFlag, 
MaxIter, eps) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) рекуррентным методом инструментальной переменной, комби-
нированным с рекуррентным  расширенным матричным методом (29)–(30). 

Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 
значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Для задания значений инструментальной переменной использует 
оценки параметров модели или ее непосредственные значения. 

Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1×N. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1×N. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(все строки матрицы из табл. 1), в т. ч.: 
g= mask.(1,2) — порядок знаменателя передаточной функции систе-

мы, 
p= mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
r= mask.(1,3) — порядок знаменателя передаточной функции модели 

шума (17) (вся третья строка только при вызове ОМНК, см. MetodGLSQ, 
если при вызове указаны скаляры MaxIter и eps), 0r > . 

rs=mask.(1,4) — порядок знаменателя передаточной функции модели 
шума (25), 

s=mask.(1,5) — порядок числителя передаточной функции модели 
шума (25), 0 ,0 sp g s r≤ ≤ ≤ ≤ . 

Для задания значений инструментальной переменной использует 
оценки параметров модели: 

Если initType-скаляр и initF-матрица(вектор) не указаны, а указаны 
скаляры MaxIter и eps, то получает оценки параметров фильтра предвари-
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тельным вызовом метода ОМНК (MetodGLSQ) со структурой модели, ка-
кая прописана в 1-3 строках mask.  

Иначе если указан initType=1, то initF–матрица параметров линейно-
го динамического фильтра, выход которого используется в качестве инст-
рументальной переменной, структуру которой см. в табл. 2. 

Если initType=1, то initF — вектор значений инструментальной пе-
ременной, размерностью 1xN. 

Принимает следующие начальные параметры процедуры рекуррент-
ного оценивания: 

Если не указаны матрицы initC, initP, initKsi, initEps, то 
0NP и 0Nθ  оп-

ределяются по (28). 
Если initC, initP, initKsi, initEps указаны при вызове, то: 0Nθ =initC, 

0NP = initP, max{ , } 1нач sN g r= + , и элементы вектора kv  из (26)-(27), (29): 

( )T(0), , ( 1)нач начN= ξ ξ −…ξ = initKsi, 

( )T(0), , ( 1)нач начN= ε ε −…ε = initEps. 
Если указана матрица SetPars, то составляет матрицу настройки па-

раметров — элементов вектора kθ  и выводит ее в SetPars, иначе — не со-
ставляет и не выводит. 

showFlag — скаляр, если showFlag 0≠ , то отображает в отдельных 
окнах результаты идентификации, иначе — не отображает и не выводит 
сообщений на экран. 

Выходные данные: 
alfa — вектор α — оценок параметров модели (3), размерностью 

1x(g+1), 
 beta — вектор β — оценок параметров модели (3), размерностью  

1x(g+1),если p<g, то в конец добавлены нули, 
e — вектор невязок e  из (5), расширенный до размерности 1xN до-

бавлением в начало вектора e  из (5) нулей, 
 estC — вектор полученных оценок kθ  коэффициентов модели (5), 

полученный по (30), размерность может быть меньше, чем g+p+1, в зави-
симости от маски mask. 

Cov — матрица
T

cov( )
/ 2

N N N
=

e ePθ , где размерность e  равна N/2 (N/2 

последних значений невязок), 
P — матрица NP  (30), 
SetPars — матрица настройки параметров — элементов вектора 

, 0,i i N=θ . 
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returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: MetodIVEMMOnline.dll;  библиотеки 
CID.dll, Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1;1 1 1;1 1 1;1 0 1]; 
[alfa, beta, e, estC, Cov, P, fl] = MetodIVEMMOnline(U,Y,mask,0, 40, 1e-6) 
alfa = 
       1.0000 
      -0.7117 
beta =      0 
       0.2794 
e = [0;0;0;0.1029; -0.0799;0.0475;-0.0635;…]; %matrix: 10000x1 
estC = 
    0.2794 
    0.7117 
    0.5144 
    0.1108 
Cov =  1.0e-004 * 
    0.0004   -0.0000   -0.0003   -0.0001 
   -0.0010    0.0036    0.0014    0.0007 
   -0.0009    0.0021    0.5155    0.1118 
    0.0001   -0.0009    0.1111    0.5757 
P = 0.0003   -0.0000   -0.0002   -0.0001 
   -0.0008    0.0027    0.0010    0.0005 
   -0.0007    0.0016    0.3876    0.0841 
    0.0001   -0.0007    0.0835    0.4328 
fl = 1 
 
5.2.8. ParamIdentify 

 
Варианты вызова:  

[SetsPars, e, SetsCov, returnflag]= ParamIdentify(U, Y, mask, wTime, shift, MetNum, 
{параметры метода}) 
[SetsPars, e, SetsCov] = ParamIdentify(U, Y, mask, wTime, shift, MetNum, {параметры 
метода}) 

Описание:  
Осуществляет параметрическую идентификацию разностного урав-

нения (3) одним из вышеперечисленных методов по временным окнам. 
Находит оценки только тех коэффициентов модели, для которых 

значение соответствующих элементов матрицы mask равно 1, другие пара-
метры системы принимаются равными 0 с нулевой дисперсией. 

Для задания значений инструментальной переменной использует 
оценки параметров модели или ее непосредственные значения. 
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Исходные данные: 
U — вектор значений входного сигнала u , размерностью 1xN. 
Y — вектор значений выходного сигнала y , размерностью 1xN. 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(см. описание каждого метода и табл. 1). 
параметры идентификации нестационарностей: 
wTime — ширина временного окна в тактах, 
shift — величина приращения при сдвиге границ временного окна, в 

тактах,  
MetNum — код используемого метода параметрической идентифи-

кации, возможные значения: 
1 — МНК (см. MetodLSQ); 
2 — ОМНК (см. MetodGLSQ); 
3 — МИП (см. MetodIV); 
4 — рМНК (см. MetodLSQOnline); 
5 — рМИП (см. MetodIVOnline); 
6 — рРММ (см. MetodEMMOnlinе); 
7 — рРММ+рМИП (см. MetodIVEMMOnline) 
{параметры метода} — набор параметров выбранного метода иден-

тификации, идущие в строке вызова выбранного метода после матрицы 
mask (showFlag не задается при вызове). 

Выходные данные: 
SetsPars — вектор настройки дискретных параметров модели,  
e — вектор невязок, размерностью 1xN, невязки составлены по 

принципу «скользящего окна». 
Если MetNum <3 (т. е. при МНК и ОМНК), то SetsCov — матрица 

настройки дисперсии параметров дискретной модели разностного уравне-
ния (только значимых по маске mask параметров), иначе SetsCov — ска-
ляр, равный -1. 

returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: ParamIdentify.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1;1 1 1;1 1 1;1 0 1]; 
%МНК: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,1); 
fl = 1 
%ОМНК: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,2,40, 1e-6); 
fl = 1 
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%МИП: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,3,40, 1e-6); 
fl = 1 
%рМНК: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,4); 
fl = 1 
%рМИП: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,5,40, 1e-6); 
fl = 1 
% рРММ: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,6); 
fl = 1 
% рРММ+рМИП: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,7,40, 1e-6); 
fl = 1 
 
5.3. Статистический анализ результатов идентификации 
 

В пакете программ реализована одна функция статистического ана-
лиза результатов идентификации по временным окнам — 
GetParamsValidity, дополняющая функцию ParamIdentify. 

Варианты вызова GetParamsValidity:  
[Student, V1, Fisher, returnflag]= GetParamsValidity (SetsPars, Y, e, SetsCov, mask, 
wTime, shift, t, F) 
[Student, V1, Fisher]= GetParamsValidity (SetsPars, Y, e, SetsCov, mask, wTime, shift, 
t, F) 

Описание:  
Осуществляет расчет критериев качества параметрической иденти-

фикации, произведенной функцией ParamIdentify, по временным окнам. 
Исходные данные: 
SetsPars — вектор настройки дискретных параметров модели (см. Pa-

ramIdentify),  
Y — вектор значений выходного сигнала, размерностью 1×N, 
e — вектор невязок, размерностью 1×N (см. ParamIdentify), 
SetCov– матрица настройки ковариационной матрицы оценок модели 

(см. ParamIdentify), 
mask — порядки разностного уравнения и матрица-маска параметров 

(первые две строки матрицы из табл. 1), в т. ч.: 
g=mask.(1,1) — порядок знаменателя передаточной функции систе-

мы, 
p=mask.(1,2) — порядок числителя передаточной функции системы, 
0 p g≤ ≤ , 
wTime — ширина временного окна в тактах, 
shift — величина приращения при сдвиге границ временного окна, в 

тактах, 
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t — табличное значение критерия Стьюдента для заданного уровня 
значимости и длины выборки — см. (32); 

F — табличное значение критерия Фишера для заданного уровня 
значимости и длины выборки — см. (31). 

Выходные данные: 
Если SetsCov — скаляр, то Student — скаляр, равный -1,  
иначе Student — матрица настройки критерия Стьюдента для каждо-

го параметра модели по (32) (включает столбец значений уровня значимо-
сти), 

 V1 — матрица настройки эпсилон-критерия (функции потерь) дис-
кретных параметров модели, 

 Fisher — матрица настройки критерия Фишера по (31) (включает 
столбец значений уровня значимости). 

returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-
вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: GetParamsValidity.dll;  библиотеки CID.dll, 
MatrixM.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
U=[ -0.548;0.610;0.266;-0.536;0.450;-0.702;…]; %matrix: 10000x1 
Y=[ 0;-0.1529;0.0526;0.1029;-0.0709;0.0641;…]; %matrix: 10000x1 
mask=[1 1 1 ;1 0 1]; 
%МНК: 
[SetsPars,e,SetsCov,fl] = ParamIdentify (U,Y,mask,400,400,1); 
fl=1 
[Student, V1, Fisher, fl] = GetParamsValidity (SetsPars, Y, e, SetsCov, mask, 400, 400, 
1.5, 1.2); 
fl=1 
 
5.4. Взаимные преобразования математических моделей 
 

В пакете программ реализованы 6 функций взаимного преобразова-
ния моделей линейных стационарных одномерных  динамических систем 
(см. рис. 3):  

disEqu2dis — преобразование разностного уравнения в дискретную 
модель пространства состояний по (33), 

dif2unint — преобразование дифференциального уравнения в непре-
рывную модель пространства состояний по (34), 

 dis2disEqu — преобразование дискретной модели пространства со-
стояний в разностное уравнение по (35), 

 unint2dif — преобразование непрерывной модели пространства со-
стояний в дифференциальное уравнение по (36), 

 unint2discrete — преобразование непрерывной модели пространства 
состояний в дискретную модель пространства состояний по (37), 
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 discrete2unint — преобразование дискретной модели пространства 
состояний в непрерывную модель пространства состояний по (38)-(39).  

 
5.4.1. disEqu2dis 

 
Варианты вызова:  

[A, b, c, d, returnflag ] = disEqu2dis(alfa, beta) 
[A, b, c, d ] = disEqu2dis(alfa, beta) 

Описание:  
Осуществляет преобразование разностного уравнения (3) в дискрет-

ную модель пространства состояний (7) по выражению (33). 
Исходные данные: 
alfa — вектор α, размерностью 1×(n+1), модели (3), 
beta — вектор β, размерностью 1× (n+1), модели (3). 
Выходные данные: 
A — матрица A, размерностью n×n из (7), 
b — вектор b , размерностью 1×n, из (7), 
c — вектор c , размерностью 1×n, из (7), 
d — коэффициент d из (7), (матрица 1×1). 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: disEqu2dis.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
alfa = [1.0000; -2.0075; 1.0075]; 
beta = [0; 0.0126; -0.0125]; 
 [A, b, c, d, fl ] = disEqu2dis(alfa, beta) 
A =      0    1.0000 
   -1.0075    2.0075 
b = 0 
    1 
c = -0.0125 
     0.0126 
d = 0; fl = 1 

 
5.4.2. dif2unint 

 
Варианты вызова:  

[T, g, h, k, returnflag ] = dif2unint(alfaDif, betaDif) 
[T, g, h, k ] = dif2unint(alfaDif, betaDif) 

Описание:  
Осуществляет преобразование дифференциального уравнения (1) в 

непрерывную модель пространства состояний (6) по выражению (34). 
Исходные данные: 
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alfaDif — вектор б , размерностью 1×(n+1), модели (1), 
betaDif — вектор в , размерностью 1×(n+1), модели (1). 
Выходные данные: 
T — матрица T, размерностью n×n из (6), 
g — вектор g, размерностью 1×n, из (6), 
h — вектор h, размерностью 1×n, из (6), 
k — коэффициент k из (6), (матрица 1×1). 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: dif2unint.dll;  библиотеки CID.dll, Matrix.dll 
и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
alfaDif = [1;   2; 0.5]; 
betaDif = [1; 0.4; 0]; 
[T,g,h,k,fl]=dif2unint(alfaDif,betaDif) 
T=   0     1 
    -2    -4 
g= 0 
   2 
h= 1.0000 
   0.4000 
k = 0; fl= 1 
 
5.4.3. dis2disEqu 

 
Варианты вызова:  

[alfa, beta, returnflag ] = dis2disEqu(A, b, c, d) 
[alfa, beta ] = dis2disEqu(A, b, c, d) 

Описание:  
Осуществляет преобразование дискретной модели (7) пространства 

состояний в разностное уравнение (3) по выражению (35). 
Исходные данные: 
A — матрица A, размерностью n×n из (7), 
b — вектор b, размерностью 1×n, из (7), 
c — вектор c, размерностью 1×n, из (7), 
d — коэффициент d из (7), (матрица 1×1). 
Выходные данные: 
alfa — вектор б , размерностью 1× (n+1), модели (3), 
beta — вектор в , размерностью 1× (n+1), модели (3). 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 
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Реализация: MEX-файл: dis2disEqu.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
A = [ 1.0025    0.0075; 0.0025    1.0050]; 
b = [0.0025; 0.0050]; 
c = [1; 2]; 
d = 0; 
[alfa, beta, fl ] = dis2disEqu(A, b, c, d) 
alfa = 1.0000 
      -2.0075 
       1.0075 
beta =      0 
       0.0126 
      -0.0125 
fl = 1 
 
5.4.4. unint2dif 

 
Варианты вызова:  

[alfaDif, betaDif, returnflag ] = unint2dif (T, g, h, k)  
[alfaDif, betaDif ] = unint2dif (T, g, h, k) 

Описание:  
Осуществляет преобразование непрерывной модели (6) пространства 

состояний в дифференциальное уравнение (1) по выражению (36). 
Исходные данные: 
T — матрица T, размерностью n×n из (6), 
g — вектор g, размерностью 1×n, из (6), 
h — вектор h, размерностью 1×n, из (6), 
k — коэффициент k из (6), (матрица 1×1). 
Выходные данные: 
alfaDif — вектор α, размерностью 1×(n+1), модели (1), 
betaDif — вектор β , размерностью 1×(n+1), модели (1). 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: unint2dif.dll;  библиотеки CID.dll, Matrix.dll 
и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
T= [ 0 1; -2 -4]; 
g= [ 0; 2]; 
h= [ 1.0000; 0.4000]; 
k = 0; 
[alfaDif,betaDif,fl] = unint2dif(T,g,h,k) 
alfaDif = 
    1.0000 
    2.0000 
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    0.5000 
betaDif = 
    1.0000 
    0.4000 
         0 
fl = 1 
 
5.4.5. unint2discrete 

 
Варианты вызова:  

[A, b, c, d, returnflag] = unint2discrete (T, g, h, k, dt) 
[A, b, c, d] = unint2discrete (T, g, h, k, dt) 

Описание:  
Осуществляет преобразование непрерывной модели пространства 

состояний (6) в дискретную модель пространства состояний (7) по выра-
жению (37). 

Исходные данные: 
T — матрица T, размерностью n×n из (6), 
g — вектор g, размерностью 1×n, из (6), 
h — вектор h, размерностью 1×n, из (6), 
k — коэффициент k из (6), (матрица 1×1), 
dt — скаляр — интервал дискретизации системы по времени (в се-

кундах). 
Выходные данные: 
A — матрица A, размерностью n×n из (7), 
b — вектор b, размерностью 1×n, из (7), 
c — вектор c, размерностью 1×n, из (7), 
d — коэффициент d из (7), (матрица 1×1). 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и re-
turnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: unint2discrete.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
T=[1 3; 1 2]; g=[1;2]; h=[1; 2]; k=0; 
[A, b, c, d , fl] = unint2discrete (T, g, h, k, 0.0025) 
A = 1.0025    0.0075 
    0.0025    1.0050 
b = 0.0025 
    0.0050 
c = 1 
    2 
d = 0 
fl = 1 
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5.4.6. discrete2unint 
 
Варианты вызова:  

[T, g, h, k, returnflag ] = discrete2unint (A, b, c, d, dt) 
[T, g, h, k] = discrete2unint (A, b, c, d, dt) 

Описание:  
Осуществляет преобразование дискретной модели пространства со-

стояний (7) в непрерывную модель пространства состояний (6) по выраже-
ниям (38)-(39). 

Исходные данные: 
A — матрица A, размерностью n×n из (7), 
b — вектор b, размерностью 1×n, из (7), 
c — вектор c, размерностью 1×n, из (7), 
d — коэффициент d из (7), (матрица 1×1). 
dt — скаляр — интервал дискретизации системы по времени (в се-

кундах). 
Выходные данные: 
T — матрица T, размерностью n×n из (6), 
g — вектор g, размерностью 1×n, из (6), 
h — вектор h, размерностью 1×n, из (6), 
k — коэффициент k из (6), (матрица 1×1), 
returnflag — флаг успешного завершения: в случае успешного за-

вершения равен 1, иначе — функция выводит сообщение об ошибке и 
returnflag 0. 

Реализация: MEX-файл: discrete2unint.dll;  библиотеки CID.dll, 
Matrix.dll и MATLABLnk.dll. 

Пример вызова из MATLAB: 
A = [ 0 1.0000; -1.0075 2.0075]; 
b = [ 0; 1]; 
c = [-0.0125; 0.0126]; 
d = 0; 
[T,g,h,k,fl]=discrete2unint(A,b,c,d,0.0025) 
T = 
   -398.5075  398.5075 
   -401.4963  401.4963 
g = 
   -256 
    256 
h = 
   -0.0125 
    0.0126 
k = 0 
fl = 1 
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1. Введение 

 
Одной из основных математических моделей динамических систем 

была и, по всей видимости, будет R-аналитическая дифференциальная сис-
тема. Описание такой модели требует использование различных математи-
ческих объектов. Исследование особенностей или бифуркаций дифферен-
циальных систем является основной задачей анализа дифференциальной 
системы и играет существенную роль для многих областей математики, 
связанных как с дифференциальными, так и с дискретными математиче-
скими структурами [1–8].  

Постановка задачи изучения таких систем включает два необходи-
мых элемента, понятие «полноты» дифференциальной системы или, что 
эквивалентно, ее полной интегрируемости,  а также понятие структурной 
устойчивости. Последнее характеризует качественные свойства систем, их 
разбиение на классы эквивалентности над стационарным многообразием 
оператора дифференцирования, которое можно задать локальной системой 
параметров дифференциальной системы.  

Бифуркация есть структурная неустойчивость дифференциальной 
системы. Одним из видов бифуркации является симметрическая бифурка-
ция, описываемая симметрическими функциями собственных значений 
производной оператора системы. В последние годы разработаны эффек-
тивные методы вычисления для построения критических поверхностей 
симметрических бифуркаций дифференциальных систем с размерностью 
выше двух с использованием алгебраических преобразований, численного 
интегрирования и дифференциальных методов поиска решений нелиней-
ных уравнений [1–8]. 

Рассматривается класс аналитических дифференциальных систем, 
представляемых автономной системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений с R-аналитической правой частью. Пусть даны R-аналитическое 
многообразие P конечной размерности n+m, R-аналитическое многообра-
зие параметров M размерности n и заданная в каждой точке многообразия 
P автономная система дифференциальных уравнений, зависящая локально 
от векторного переменного x и векторного параметра a: 



Труды II научной конференции «Проектирование инженерных и научных приложений в среде MATLAB» 

 764

 ( , )dx f x a
dt

= , (1) 

где 1( ,..., )na a a=  — набор локальных параметров в некоторой окрестности 
U R-аналитического многообразия M, 1 1( , ..., , , ..., )m ny x x a a=  — набор ло-
кальных координат в некоторой окрестности W многообразия P, ( , )f x a  — 
регулярная R-аналитическая векторная функция в окрестности W много-
образия P. Для многообразий P и M существует регулярное R-
аналитическое отображение :p P M→ , задающее локально тривиальное 
расслоение ( , , )P p Mη = , то есть для окрестности U существует R-
аналитический диффеоморфизм окрестности 1( )W p U−=  произвольной 
точки многообразия P на прямое произведение областей U V× , где V — 
окрестность с локальными координатами 1( ,..., )mx x x= . 

Система уравнений (1) по теореме о существовании решения систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений определяет в некоторой 
окрестности любой точки слоя расслоения η  систему локальных однопа-
раметрических групп локальных преобразований { }, 1,...,iG i n= , индуци-
рующую соответствующую систему аналитических поливекторных по-
лей [7].  

Расслоение со структурной группой G определяет ассоциированное 
расслоение, где в качестве векторного G-пространства выступает слой ка-
сательного расслоения слоя расслоения η. 

Задание системы интегрируемых распределений системой (1) опре-
деляет класс локально изоморфных G-расслоений над многообразием M и 
соответствующий ему класс локально гомотопных G-слоев G-расслоения 
многообразия P [1, 9]. 

Для сечения :s M P→  расслоения η выполняется условие 
p s id= . Сечения тривиального расслоения находятся в естественном би-
ективном соответствии с локальными непрерывными решениями систе-
мы (1) [10]. Таким образом, локальная разрешимость системы есть сущест-
вование локального сечения, и кольцо сечений является координатным 
кольцом касательного расслоения. 

Пространство дифференциальных форм есть сопряженное простран-
ство к слою касательного расслоения. Дуальное расслоение ( , , )P TP• •χ = τ  
к касательному расслоению TP многообразия P определим как аналитиче-
ское расслоение координатного кольца аналитических функций P•  много-
образия P над базой, координатным кольцом функций касательного рас-
слоения, которое есть кольцо дифференциальных форм. 

Для расслоения η  всегда существует локальное сечение, так как 
любая R-аналитическая функция, заданная на аналитическом многообра-
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зии, локально интегрируема.  Система (1) задает векторный базис базы ду-
ального расслоения. 

 
2. Полная дифференциальная система 

 
Векторное пространство поливекторных полей и сопряженное ему 

пространство дифференциальных форм для системы (1) не является пол-
ным во всех точках расслоения ( , , )P p Mη = . Для глобальной разрешимо-
сти системы на всем расслоении η необходимо определить решение сис-
темы для любой точки многообразия P, то есть пополнить пространство R-
аналитических дифференциальных форм, задаваемых системой (1). Его 
надо пополнить дифференциальными уравнениями для параметров, кото-
рые задают собой касательные нулевого сечения расслоения η. 

В окрестности любой неособой точки дифференциальной системы 
(1) или, что эквивалентно, в окрестности любой неособой точки расслое-
ния ( , , )P TP• •χ = τ  существует n локальных аналитических первых функ-
ционалов, которые есть локальные сечения расслоения χ . 

Особые точки дифференциальной системы или особые точки про-
странства аналитических функционалов определяются условием равенства 
нулю его градиента и соответствуют нулевым сечениям расслоения χ , че-
му способствует теорема Сарда [11] и аналитичность множества особых 
точек. Множество особых точек системы (1) определяется однородной 
системой дифференциальных уравнений для дифференциальной систе-
мы (1). Пространство функционалов неполное вследствие неполноты про-
странства дифференциальных форм над многообразием P. 

Для аналитичности на компактной окрестности любой точки каса-
тельного расслоения многообразия P и полноты дифференциальной систе-
мы аналитический функционал должен быть продолжен на весь слой каса-
тельного расслоения. 

По теореме Лиувилля аналитическая функция должна быть констан-
той на любом линейном подмногообразии слоя касательного расслоения к 
P и на любом максимальном интегральном подмногообразии многообра-
зия P [12]. Набор собственных значений { }, 1,...,i i nλ = , системы (1) обра-
зует набор инвариантов на касательном расслоении относительно действия 
групп преобразований { }, 1,...,iG i n=  системы (1).  

Считаем дифференциальную систему (1) полной, если существует 
поверхностно-односвязное накрытие расслоения η. Это означает, что су-
ществует конечный предел среднего потока векторного поля системы (1) 
для любой точки многообразия P, равного отношению потока векторного 
поля через замкнутую поверхность, ограничивающую некоторую компакт-
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ную окрестность точки к величине объема этой окрестности, который яв-
ляется дивергенцией поля  в точке. 

Данное утверждение вытекает из теоремы Стокса для любой ком-
пактной окрестности любой точки касательного расслоения TP, в частно-
сти, для любой точки многообразия M можно определить аналитический 
функционал, что дает возможность продолжить аналитически дуальное 
расслоение χ  на все многообразие P, то есть на многообразие M [13]. 

Интегрируемость системы эквивалентна существованию n ограни-
ченных R-аналитических функционалов на пространстве аналитических 
дифференциальных форм [14-17]. Данное пространство однозначно опре-
деляет систему первых интегралов, обобщенных R-аналитических реше-
ний дифференциальной системы (1). Топология равномерной сходимости 
пространства обобщенных R-аналитических функций есть слабая тополо-
гия на пополненном пространстве дифференциальных форм. 

 
3. Бифуркация дифференциальной системы 

 
Дифференциальная система инвариантна относительно R-

аналитических преобразований, а пространство ее обобщенных решений 
определено с точностью до константы. На многообразии P можно ввести 
локально выпуклую топологию, топологию векторного пространства диф-
ференциальных форм, то есть кокасательного расслоения многообразия P.  

Для многообразия P существует нормальная окрестность нулевого 
сечения расслоения η или нуля пространства векторных полей системы (1) 
как нормальная окрестность конечномерного векторного пространства, что 
эквивалентно существованию не обращающегося в нуль сечения нормаль-
ного расслоения многообразия M. 

Обобщенные элементарные симметрические функции собственных 
значений задают фундаментальную систему нормальных окрестностей ну-
ля R-аналитического пространства сечений расслоения касательного рас-
слоения η: ( , , )d TP dp TMη = , где dp — дифференциал аналитического 
отображения p [8, 15]. Они образуют набор n полунорм на пространстве 
дифференциальных форм и полностью определяют на нем топологию. На-
бор этих полунорм остается инвариантным относительно изоморфизма 
аналитического многообразия P с точностью до инвариантного множителя 
неравного нулю. В силу R-аналитичности рассматриваемой системы функ-
ций фундаментальные решения можно продолжить по непрерывности на 
все многообразие P. 

Множество критических точек или точек бифуркации расслоения P 
определяется как множество многообразия M, для которых у нулевого се-
чения расслоения ( , , )P p Mη =  не существует нормальной окрестности, 
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что эквивалентно существованию обращающегося в нуль сечения нор-
мального расслоения подмногообразия M. 

Бифуркационное многообразие коразмерности один задается одной 
из элементарных симметрических функций. Это является следствием того, 
что функции определяют нормальную окрестность нулевого сечения каса-
тельного расслоения многообразия P, а также в силу их алгебраической не-
зависимости над любым полем [15]. 

Любая симметрическая функция собственных значений оператора 
системы (1) задает бифуркационное многообразие коразмерности один на 
аналитическом многообразии  параметров системы. Система аналитиче-
ских уравнений для определения бифуркационного многообразия может 
быть получена объединением уравнений, определяющих стационарные 
точки, и уравнений, определяемых симметрическими формами относи-
тельно собственных значений производной оператора системы (1):  

 
( , ) 0;
( , ) 0.

f y a
F y a

=
=

 (2) 

Для аналитической правой части уравнений (1) симметрическая би-
фуркационная функция может быть представлена единственным способом 
как многочлен от элементарных симметрических функций собственных 
значений [18–19]. Так как правая часть n-мерного векторного дифференци-
ального уравнения (1) представляет собой R-аналитическую вектор-
функцию, то по теореме Вейерштрасса на любом локально компактном 
многообразии ее можно аппроксимировать n полиномами pi от n перемен-
ных. Результирующая система уравнений  
 / ( , )dy dt h y a=  (3) 
будет аппроксимировать исходную систему уравнений. Компоненты век-
торной функции p(y,a) в правой части системы являются полиномами 
hi(y,a), i=1,2,…,n, положительной степени. 

 Таким же образом система, определяющая бифуркацию, сводится к 
полиномиальной системе уравнений: 

 
( , ) 0;
( , ) 0,

h y a
H y a

=
=

  (4) 

где H(y,a) — полином, аппроксимирующий бифуркационную функцию 
F(y,a). 

Проведенные рассуждения справедливы в общем случае, когда би-
фуркация определяется симметрической полиномиальной функцией от 
собственных значений матрицы Якоби системы (1). При полиномиальной 
зависимости векторной функции системы дифференциальных уравнений 
(3) от переменных и параметров дифференциальной системы бифуркаци-
онное многообразие (4), определяемое симметрической полиномиальной 
функцией, является алгебраическим многообразием на многообразии M. 
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4. Примеры симметрических бифуркаций 
 
Рассмотрим в качестве примера критические многообразия симмет-

рических бифуркаций системы Лоренца, задаваемой системой уравнений: 

 
1 1 1 3

2 1 3 2 1 2

3 1 2 3 3

/ ( );

/ ;

/ .

dy dt a y y

dy dt y y a y y

dy dt y y a y

= −

= − − −

= +

 (5) 

Идея преобразования полиномиальной системы уравнений (4) состо-
ит в последовательном исключении переменных до получения уравнения, 
содержащего только параметры системы уравнений (1). Процесс исключе-
ния может сочетать операции вычисления результантов и факторизации 
относительно исключаемых переменных, оставляя промежуточные выра-
жения алгебраическими, таким образом, он позволяет избежать опериро-
вания с громоздкими символьными выражениями и оптимально учитывать 
вычислительные ограничения. Результант является целочисленным поли-
номом от коэффициентов полиномов [6, 19–20]. Результатом алгебраиче-
ских операций будет уравнение, содержащее только параметры системы 
дифференциальных уравнений, определяющее бифуркационную поверх-
ность в пространстве параметров [21]. 

При полиномиальной зависимости векторной функции системы 
дифференциальных уравнений (1) от переменных и параметров системы 
критическая поверхность, соответствующая симметрической полиноми-
альной функции бифуркации, является алгебраическим многообразием в 
пространстве параметров. 

Вычисления были проведены для дифференциальной системы Ло-
ренца (5) в математическом пакете MATLAB [22] для полного набора пер-
вых интегралов системы (1), симметрических относительно собственных 
значений { }1 2 3, ,λ λ λ  якобиана системы J. Бифуркационные многообразия 
коразмерности один определяются элементарными симметрическими 
функциями собственных значений вследствие алгебраической их незави-
симости над любым полем [20]: 

 
1 2 3

1 2 2 3 1 3

1 2 3

1 ;
2 ;
3 det .

S trace J
S
S J

= = λ + λ + λ

= λ λ + λ λ + λ λ

= = λ λ λ

 (6) 

На рис. 1, 2, 3 показаны критические многообразия инвариантов S1, S2, S3 
системы Лоренца в пространстве фазовых переменных 1 2 3( , , )y y y  для 
трех значений параметра 1 5, 0, 5a = − . Картина фазового портрета системы 
качественно меняется при прохождении хотя бы одной из стационарных 
точек через приводимые на рисунках поверхности. Параметрическое про-
странство разбивается на открытые подобласти поверхностями нулевого 
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уровня инвариантов S1, S2, S3, границы которых являются рассматривае-
мыми бифуркационными многообразиями. 

 

 
 

Рис. 1. Бифуркационные многообразия инвариантов S1, S2, S3 системы Лоренца в про-
странстве фазовых переменных ),,( 321 yyy  для значения параметра 51 −=a . 

 

 
 

Рис. 2. Бифуркационные многообразия инвариантов S1, S2, S3 системы Лоренца в про-
странстве фазовых переменных ),,( 321 yyy  для значения параметра 01 =a . 
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Рис. 3. Бифуркационные многообразия инвариантов S1, S2, S3 системы Лоренца в про-
странстве фазовых переменных ),,( 321 yyy  для значения параметра 51 =a . 

 

 
 

Рис. 4. Бифуркационные многообразия инвариантов S2, S3 системы Лоренца в про-
странстве параметрических переменных ),,( 321 aaa . 
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Рис. 5. Бифуркационные многообразия инвариантов S1, S2, S3 системы Лоренца в про-
странстве фазовых переменных ),,( 321 aaa . 
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УДК 519.6 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПАКЕТА MATLAB/SIMULINK, ДЛЯ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИССЛЕДОВАНИЯ 
ГИРОСТАБИЛИЗАТОРА С АКТИВНЫМ 

ДИНАМИЧЕСКИМ ГАСИТЕЛЕМ КОЛЕБАНИЙ 
 

Черников С. А., Самер аль-Салек 
Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана, Москва,  

e-mail: SAMER-SALEK@mail.ru 
 
Рассматриваются основные результаты исследования активным ди-

намическим гасителем колебаний (АДГК) для гиростабилизатора (ГС). 
Динамическим гасителем  или динамическим гасителем  колебаний 

(ДГК) называют устройство, в котором возникает сила инерции, умень-
шающая уровень колебаний защищаемой конструкции. 

Большинство работ [1–7], посвященных теме применения ДГК в ги-
росистеме, ограничены применением пассивного гасителя. 

В докладе рассматривается активный динамический гаситель коле-
баний АДГК,  предлагается  кинематическая схема,  описываются  уравне-
ния движения одноосного гиростабилизатора с активным динамическим 
гасителем колебаний (АДГК); а также структурная схема АДГК с динами-
ческой настройкой, где жесткость гасителя пропорциональна квадрату час-
тоты. 

Учитывая ошибку  измерения частоты, была выполнена расчетная 
модель в пакете MATLAB-SIMULINK для исследования гиростабилизато-
ра с динамическим гасителем  колебаний (АДГК) с динамической настрой-
кой жесткости. 

Основные результаты исследования, используя пакет MATLAB-
SIMULINK: 

1. В области рабочих частот АДГК  можно улучшить динамическую 
точность  гиросистемы. 

2. Наиболее  эффективна  гиросистема  с АДГК  в области резонансных 
частот (коэффициент гашения может достигнуть η=2000). 

3. Требования к точности измерения частоты для получения высокой 
эффективности: погрешность измерения частоты должна быть не  
более 1%. 

4. Можно расширить частотные области работы гасителя при исполь-
зовании АДГК.  

5. Можно уменьшить момент инерции активного гасителя в 10 раз от-
носительно пассивного гасителя, что является весьма актуальным 
для   гироскопических систем стабилизации. 
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УДК 517.94 

АЛГОРИТМЫ ПРИБЛИЖЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ 
ЗАДАЧИ О БИФУРКАЦИИ АНДРОНОВА-ХОПФА 
 

Юмагулов М. Г., Нуров И. Д. Шарафутдинов И. В. 
Сибайский институт Башкирского госуниверситета, Сибай , 

Институт математики АН РТ, Душанбе, 
e- mail: yum_mg@mail.ru, nid1@mail.ru 

 
1. Введение 

 
Математическое моделирование часто требует детального изучения 

динамических систем, содержащих параметры. Одними из наиболее инте-
ресных явлений при изучении таких систем представляются различные 
бифуркации, означающие качественную перестройку функционирования 
системы. Обнаружение бифуркации является одним из важных этапов ис-
следования динамической системы. Интерес представляют все аспекты — 
нахождение критических (бифуркационных) значений параметров, по-
строение (аналитическое или приближенное) рождающихся решений, ана-
лиз их устойчивости, исследование типа бифуркации (суб- или суперкри-
тичность) и т. д. 

Одним из основных типов бифуркационного поведения динамиче-
ской системы является возникновение автоколебаний из стационарного со-
стояния системы — бифуркация Андронова-Хопфа. Этот тип бифуркации 
связан с переходом через мнимую ось пары комплексных собственных 
значений линеаризованной системы. Исследованию задачи о бифуркации 
Андронова-Хопфа посвящено огромное число работ (см., например, [1-3] и 
имеющуюся там библиографию). Аналитическое решение этой задачи 
возможно, как правило, только для специально конструируемых уравне-
ний. Поэтому указанная задача нуждается в алгоритмической и программ-
ной поддержке. 

Алгоритмы и программы для задачи о бифуркации Андронова-
Хопфа создавались многими исследователями (см., например, [2] и имею-
щуюся там библиографию). Работы в этом направлении стимулировались 
как запросами практики (задачи гидродинамики, биологии и др.), так и 
общетеоретическими потребностями — необходимостью иметь универ-
сальные программные продукты для проведения вычислительных экспе-
риментов, решения модельных задач и др. 

В настоящей работе предлагается схема приближенного исследова-
ния задачи о бифуркации Андронова-Хопфа, основанная на идеях метода 
функционализации параметра [4]. Предлагаемая схема позволяет провести 
детальное численное исследование задачи, получить асимптотические 
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формулы для решений, провести анализ их устойчивости и др. Схема до-
пускает эффективную реализацию в системе MATLAB. В работе приведе-
ны некоторые результаты, полученные на основе соответствующих про-
грамм. 
 
2. Бифуркация Андронова-Хопфа.  

 
Приведем основные положения схемы приближенного исследования 

задачи о бифуркации Андронова-Хопфа. При этом ограничимся рассмот-
рением системы уравнений 

 1( ) ( ) 2Ndx A x a x x R N R
dt

= λ + ;λ , ∈ , , λ ∈ .   (1) 

Здесь матрица ( )A λ  и вектор-функция ( )a x;λ  зависят от скалярного пара-
метра λ , причем 

 
0

( )

0 1
lim max 0a x

xx

| ;λ |
| || |→ |λ−λ |

= .  

Основным является предположение: 
П1). Матрица 0( )A λ  имеет простые собственные значения 0i±ω , 

0 0ω > . 

Так как собственные значения 0i±ω  матрицы  0 0( )A A= λ  и транс-
понированной к ней матрицы *

0A  простые, то найдутся такие пары линей-
ное зависимых векторов Ne g R, ∈  и Ne g R∗ ∗, ∈ , что 

 0 0 0 0 0 0 0 0A e g A g e A e g A g e∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= −ω , = ω , = ω , = −ω ; (2) 
 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0e g e e g g e g g e∗ ∗ ∗ ∗| |=| |= , , = , = , , = , = .  (3) 

Пусть, наряду с П1) выполнено также предположение:  
П2). Имеет место соотношение (в нем 0( )A A′ ′= λ ): 

 ( ) ( ) 0A e e A g g∗ ∗′ ′, + , ≠ .  (4) 
Пару 0 0( )Tλ ,  называют (см. [2–4]) точкой бифуркации Андронова-

Хопфа для системы (1), если каждому 0ε >  соответствует такое 
0 0( )ελ = λ ∈ λ − ε,λ + ε , при котором система (1) имеет ненулевое Tε -

периодическое решение ( )x tε , где 0 0( )T T Tε ∈ − ε, + ε  и ( )x t tε| | ε, − ∞ < < ∞.  
Положим 0 02T = π/ω . Пусть выполнены предположения П1)–П2). 

Тогда [4] пара 0 0( )Tλ ,  будет точкой бифуркации Андронова-Хопфа для 
системы (1). При этом рождающиеся периодические решения ( ; )x t λ  
существуют при малых 0λ − λ  в точности в одном из трех случаев: 
(1) 0λ > λ ; (2) 0λ < λ ; (3) 0 ,λ = λ  причем в первых двух случаях каждому λ  
отвечает не более одного цикла малой амплитуды. 
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Ниже через C=C[0,1] обозначается пространство непрерывных на 
отрезке 0 1t≤ ≤  вектор-функций ( )x t , (0) (1)x x= , с равномерной метри-
кой.  

Определим функции 
 ( ) cos 2 sin 2 ( ) cos 2 sin 2e t e t g t g t g t e t= π − π , = π + π  (5) 

и функционалы 

 [ ( )] ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )c s c sx t x g x e x t x e x g∗ ∗ ∗ ∗α = , + , , β = , − , ,  (6) 

где e, g, *e , *g  — векторы из (2) и (3), а векторы cx  и sx  — это отвечаю-
щие cos 2 tπ  и sin 2 tπ  коэффициенты Фурье функции ( ) [0 1]x t C∈ , . 

 
3. Итерационная процедура 

 
Приведем основные положения предлагаемой итерационной проце-

дуры построения бифурцирующих решений системы (1). 
Определим зависящие от малого параметра 0q >  функционалы: 

 0 0
1 1[ ( )] 1 [ ( )] [ ( )] [ ( )]

2 2q qy t y t T y t T y t
q q

λ = λ − + β , = + α ,  (7) 

где ( )xα  и ( )xβ  — функционалы (6). Тогда 0[ ( )]q qe tλ = λ  и 0[ ( )]qT qe t T= . 
Основным является операторное уравнение: 
 [ ( )] [ ( )] 0q qG y t W y t+ = ,  (8) 

где 

 
0

[ ( )] (1) [ ( )] [ ( ( ))] ( ) ( )
t

q q qG y t y T y t A y t y s ds y t= + λ − ,∫  (9) 

 
0

[ ( )] [ ( )] [ ( ) ( ( ))]
t

q q qW y t T y t a y s y t ds= ,λ .∫   (10) 

Равенство ( ) ( )qy t x tT≡  осуществляет взаимно-однозначное соответ-
ствие между решениями ( )y t  уравнения (8) и qT -периодическими реше-
ниями ( )x t  системы (1) при qλ = λ . Здесь [ ( )]q q y tλ = λ  и [ ( )]q qT T y t= . 

Для каждого малого 0q >  оператор (9) действует в [0 1]C ,  и диффе-
ренцируем по Фреше в окрестности функции ( )y qe t= , при этом:   

(a) производная Фреше ( )qG y  при ( )y qe t=  не зависит от q  и пред-
ставима в виде 

 0

0

1[ ( )] ( ) ( ) ( ) [ ( )][ ( ) ] [ ( )] [ ( ) ]
2 4q

T
G qe t h t Bh t h t h t e t e h t A g t g

T
′= − + α − + β − ,

π
 (11) 
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где ( )xα  и ( )xβ — функционалы (6) и  

 0 0
0

( ) (1) ( ) ( )
t

Bh t h T A h s ds= + λ ;∫  

( )b  оператор G [ ( )] [0 1] [0 1]q qe t C C: , → ,  непрерывно обратим тогда и 
только тогда, когда выполнено соотношение (4). 

Положим 1( [ ( )]) [0 1] [0 1]qG qe t C C−Γ = : , → ,  и определим оператор 

( ) ( ) [ ( ( )) ( ( ))]q q qU y t y t G y t W y t= − Γ + . 
Следующее утверждение является основным в предлагаемой схеме 

приближенного исследования задачи о бифуркации Андронова-Хопфа для 
системы (1). 

Теорема 1. Для каждого достаточно малого 0q >  последовательные 
приближения 
 1( ) ( ) 0 1 2q n q q ny t U y t n …, + ,= , = , , ,   (12) 
(при 0 ( ) ( )qy t qe t, = ) равномерно сходятся к некоторой функции 1 при 
n→ ∞ . 

Тот факт, что пара 0 0( )Tλ ,  является точкой бифуркации Андронова-
Хопфа для системы (1), обосновывается в следующем утверждении. 

 
Теорема 2. Функции ( )qy t  удовлетворяют соотношениям 

0[ ( )]q q qy t= →λ λ λ , 0[ ( )]q q qT T y t T= →  и ( ) 0qy t →  при 0q → . При qλ = λ  
система (1) имеет qT -периодическое решение ( ) ( )q q qx t y t T≡ / . 
 
4. Алгоритм численного исследования бифуркации.  

 
Теоремы 1 и 2 позволяют провести численное исследование бифур-

кации Андронова-Хопфа для системы (1) в виде следующего алгоритма:  
1.  строятся удовлетворяющие соотношениям (2) и (3) векторы 

Ne g e g R∗ ∗, , , ∈ , а также функция (5);  
2.  составляется подпрограмма-функция для вычисления функционалов (7) 
и операторов (9) и (10); 

3.  составляется подпрограмма-функция для вычисления обратного опера-
тора к оператору (11); 

4.   составляется программа вычисления итераций по схеме (12). 
Указаный алгоритм реализован авторами в виде MATLAB-

программы. Вычисления по этой программе иллюстируются в приводимом 
ниже примере. 
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5. Дополнение 
 
Предложенная выше схема приближенного исследования бифурка-

ции позволяет не только численно строить бифурцирующие решения. Она 
развита и дополнена с целью решения, в частности, следующих задач. 
1.  Получение асимптотических формул для значений параметра qλ , перио-
да qT  и периодических решений ( ) ( )q q qx t y t T≡ / . Эти формулы были по-

лучены в [5] в виде равенств: 2 2
0 1 ( )q q o qλ = λ + λ + ,  2 2

0 1 ( )qT T T q o q= + +  

и y 2 2
1( ) ( ) ( ) ( )q t qe t q e t o q= + + , где для 1λ , 1T  и 1( )e t  были получены яв-

ные формулы.  
2.  Определение типа бифуркации (суб- или суперкритичность) (см. [6]).  
3.  Анализ устойчивости решений. На основе асимптотических формул раз-
работан (см. [5]) алгоритм вычисления характеристического показателя 
∆, знак которого определяет свойства устойчивости.  

4.  Исследование систем, содержащих запаздывания той или иной природы 
(см. [7]), а также систем, содержащих сложные нелинейности, например, 
гистерезисного типа. 

 
6. Пример: система Лоренца 

 
 Рассмотрим систему Э. Лоренца [1–3]  

 
,

,
,

x x y
y xz x y

z xy bz

= − +
 = − + −
 = −

σ σ
λ  (13) 

описывающую движения в подогреваемом снизу слое жидкости или газа. 
Здесь σ  — число Прандтля, величина b  отражает геометрию области, 
λ  — число Рэлея, принимаемое за бифуркационный параметр. 

Система (13) при 1λ >  имеет два состояния равновесия 
( 1)x y b= = ± λ − ,  1z = λ − . Линеаризуя правую часть системы (13) в ок-

рестности точки ( 1)x y b= = λ − ,  1z = λ − , придем к системе вида (1), в 
которой 

 
1

1 3 2

1 2 3

0 0
( ) 1 1 , ( ; ) , ;

x
A k a x x x x x

k k b x x x

−σ σ     
    λ = − − λ = − =     
    − −     

 

здесь ( 1)k b= λ − . При 1bσ > +  число 0 ( 3) ( 1)b bλ = σ σ + + / σ − −  является 
точкой бифуркации Хопфа. 

Исследования бифуркации в системе (2) проводилось с использова-
нием разработанной MATLAB-программы. Для физически важных значе-
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ний параметров 10σ =  и 8 3b = /  бифуркационное значение равно 
0 470 19λ = / , а матрица 0 0( )A A= λ  имеет вид 

 0

10 10 0
1 1 7,956

7,956 7,956 2,667
A

− 
 = − − 
 − 

 

и имеет пару чисто мнимых собственных значений 0i±ω , где 0 9 6245ω = , . 
Тогда 0 02 0 6528T = π/ω = , . Вычислим собственные векторы матриц 0A  и 

0A∗  в соответствии с равенствами (2) и (3): 

 * *

0,1454 0,5562 0,1364 0, 4584
0,3899 , 0,6961 , 0,6347 , 0,8738 .

0,9093 0, 4541 0,8058 0,3014
e g e g

       
       = − = = − =       
              

 

Приведем окончательные результаты. Для асимптотических формул 
получим 1 0 0423λ = − ,  и 1 0 0015T = , . Следовательно, рассматриваемая би-
фуркация является субкритической. Используя значения 1λ  и 1T  для анали-
за устойчивости получим 0 0395∆ = , , т. е. бифурцирующие решения 
неустойчивы. Это подтверждает результаты прямых численных расчетов 
Э. Лоренца, а также вычислений по бифуркационным формулам [2]. 
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